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Vorwort

Das Manuskript zu der Vorlesung Theoretische Physik V: Thermodynamik entstand in den
Jahren 2010 und 2011, nachdem der bisherige Diplomstudiengang Physik durch einen auf-
einander abgestimmten Bachelor- und Masterstudiengang auch an der Universitdt Rostock
ersetzt wurde. In diesem Zusammenhang wurden einige Verdnderungen und Anpassungen des
Inhalts der bisherigen Vorlesung zur Thermodynamik notwendig, fiir die sich im Laufe der
Jahre ein bewéhrter Fahrplan im Diplomstudium im 5. Semester ergeben hatte. Die sich im
6. Semester unmittelbar anschliefende Vorlesung zur Theoretischen Physik VI: Statistische
Physik musste im Zeitumfang leider etwas beschnitten werden, so dass einige Inhalte in die
Thermodynamik-Vorlesung verschoben wurden.

Die ersten Kapitel sind nahezu unveridndert geblieben. Im 1. Kapitel werden Grundbegriffe der
Thermodynamik eingefiihrt und im 2. Kapitel die Hauptséitze besprochen. Dieser axiomati-
sche Ansatz ist fiir die Studenten immer wieder sehr lehrreich. Die Grofle Entropie wird dabei
ausfiirlich diskutiert und der zweite und dritte Hauptsatz formuliert. Im 3. Kapitel werden die
thermodynamischen Potenziale eingefiihrt und einige Anwendungen behandelt, insbesondere
die Gleichgewichts- und Stabilitdtsbedingungen. Das 4. Kapitel zu Phaseniibergéingen und
kritischen Phdnomenen wurde {iberarbeitet. Es wird nun bereits hier in die moderne Klassi-
fikation von Phaseniibergéingen eingefiihrt, auch um die Behandlung magnetischer Systeme
in der Vorlesung Statistische Physik besser vorzubereiten. Die Maxwell-Konstruktion fiir das
van-der-Waals-Modell wird abgeleitet. Das 5. Kapitel beschiéiftigt sich mit Mehrkomponen-
tensystemen und einigen wichtigen Anwendungen, insbesondere mit der Mischungsentropie,
der Osmose, den Raoultschen Gesetzen und chemischen Reaktionen. Das 6. Kapitel zu den
Grundlagen der klassischen statistischen Physik wurde neu in die Thermodynamik-Vorlesung
integriert. Die Informationsentropie wird eingefithrt und die verschiedenene Gibbsschen Ge-
samtheiten werden behandelt. Die Ableitung der entsprechenden Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen und die Auswertung der Zustandssummen fiir das Modell des idealen Gases schliefit
dann sehr schén den Bogen zum Beginn der Vorlesung mit der empirischen Einfithrung der
idealen Zustandsgleichungen. Ansonsten wurde die gesamte Vorlesung inhaltlich und textlich
iiberarbeitet und auch Fehler im fritheren Skript korrigiert. Ich hoffe, die Studentinnen und
Studenten des Bachelorkurses Physik an der Universitéat Rostock und vielleicht auch anderswo
finden dieses Skript zum Erlernen und zur Nachbearbeitung der Thermodynamik-Vorlesung
geeignet und hilfreich. Fiir Anregungen und Hinweise bin ich dankbar.

Ich méchte mich bei dieser Gelegenheit bei meinen Assistenten bedanken, die die Hauptarbeit
mit den Studentinnen und Studenten des jeweiligen Jahrgangs im Kurs hatten. Wahrend man
in der Vorlesung die Studentinnen und Studenten mit den neuen Inhalten und iibergreifenden
Anwendungsbeispielen beeindrucken kann, steht in der Ubung die oft miihevolle Festigung
des begrifflichen Apparats und eine sichere Beherrschung und Umsetzung der Grundgleichun-
gen im Mittelpunkt. Gerade die Thermodynamik bereitet den Studentinnen und Studenten
mit ihrer Vielfalt an physikalischen Grofien immer wieder einige Schwierigkeiten ... Ich dan-
ke also Dr. Niels Fitzer, Dr. Sandra Kuhlbrodt, Dr. Nadine Nettelmann, Dr. Bastian Holst,
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Winfried Lorenzen, Andreas Becker und Robert Piistow fiir ihre Geduld, ihr Engagement
und ihre Kreativitit, sich zum Beispiel immer wieder neue Ubungs- und Klausuraufgaben
auszudenken. Mein besonderer Dank gilt Dr. Martin French, der diese Vorlesung iiber viele
Jahre nicht nur vorbildlich begleitet, sondern auch viele wertvolle Anregungen und Hinweise
gegeben hat. Vielen Dank!

Rostock, im Oktober 2011 Ronald Redmer



Kapitel 1

Grundbegriffe der Thermodynamik

1.1 Thermodynamisches Gleichgewicht

Gegenstand: Thermodynamisches System

Das zu untersuchende physikalische System wird im allgemeinen von seiner Umgebung als
abgegrenzt betrachtet. Diese Vereinfachung setzt voraus, dass die Wechselwirkung (WW) im
Innern stérker ist, als die mit der Umgebung. Je nach Kontakt mit der Umgebung kann man
das System weiter charakterisieren, siche Abb. 1.1. In thermodynamischen Systemen ist die
Temperatur eine Zustandsgrofle und wir nennen diese Disziplin der Physik Thermodynamik.
Beispiele fiir thermodynamische Systeme sind Festkorper, Fliissigkeiten, Gase und Plasmen,
technische Anwendungen wie Thermobehélter (Kaffeckanne), Kiihlkannen (Stickstoff, Heli-
um), Wiarmepumpen, Verbrennungsmotoren, chemische Synthesereaktoren (z.B. Ammoniak-
synthese), Verfliissigung von Gasen (Linde-Verfahren) bis hin zu duflerst komplexen Systemen
wie die Erdatmosphire (Klimamodelle), Planeten wie Jupiter und Saturn, die Sonne (Astro-
physik) oder das gesamte Universum (Urknall, 3 K-Hintergrundstrahlung).

Das Ziel der Thermodynamik ist die makroskopische Beschreibung von Vielteilchensyste-
men mit N ~ O(10%). Als Teilchen des Systems werden Atome und Molekiile (Festkérper,
Fliissigkeiten, Gase), Elektronen und Ionen (Plasmen) bzw. Elektronen und Locher (Halb-
leiter), Nukleonen bzw. Quarks und Gluonen (Kernreaktionen, Neutronensterne, Urknall),
Photonen (Strahlungsfeld), Phononen (Festkorpergitter), Spins (Magnetismus) usw. betrach-
tet, d.h. sie sind nicht unbedingt “elementar”. Die Beriicksichtigung einer moglichen inne-
ren Struktur der Teilchen ist von der Energie und damit von der betrachteten Temperatur
abhéngig. So basieren z.B. chemische Reaktionen auf Prozessen in der Atombhiille (~ eV).
Bei hoheren Temperaturen werden Atome ionisiert (Plasma) und wir miissen eine Beschrei-
bung auf der Basis von Elektronen und Ionen vornehmen. Bei Energien oder Temperaturen
im Bereich von ~ MeV wird die innere Struktur des Atomkerns relevant (Protonen, Neutro-
nen). Bei noch héheren Energien ~ GeV muss die Behandlung auf der Basis der elementaren
Bausteine Quarks und Gluonen erfolgen.

Das thermodynamische System wird durch messbare Grofien charakterisiert. Wir nennen sie
Zustandsgrofien, wie z.B. Volumen V| Druck p und Temperatur T. Auch die Magnetisierung
M und die Polarisation P eines Systems sind in diesem Sinne Zustandsgrofien. Wichtige
Aspekte der Thermodynamik sind die Umwandlung verschiedener Energieformen ineinander
(innere Energie) und die Bewertung der Energie durch die Entropie. Ein anderes Problem
ist eine einheitliche Beschreibung der Vielfalt von Phaseniibergéngen, z.B. zwischen fester,
fliissiger und gasférmiger Phase, zwischen verschiedenen Festkorperstrukturen (z.B. fee-bec,
fece-hep), zwischen moglichen magnetischen Phasen (z.B. Paramagnet-Ferromagnet) usw. Eine
mikroskopische Beschreibung von Vielteilchensystemen wird im Rahmen der Statistischen
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2 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE DER THERMODYNAMIK

Physik (klassische und Quantenstatistik, sieche Kapitel 6 und Modul Theoretische Physik
VI) vorgenommen. Eine Charakterisierung des thermodynamischen Systems bzgl. moglicher
Austausche mit der Umgebung erfolgt laut Abb. 1.1:

abgeschlossen: 0A=0,6Q=0,0N=0

adiabatisch isoliert: 0A#0,6Q=0,0N=0

diatherm (arbeitsdicht): 0A =0, 0Q # 0, dN =0

geschlossen: 0A #0,6Q #0,N =0

offen: 0A#0,6Q #0,0N #0
ARBEIT WARME
(mech. oder Feld% % (Warmebad)

Abbildung 1.1: Thermodynamisches

System und seine Charakterisierung

nach dem Kontakt zur Umgebung.
&N

STOFF(Teilchenreservior)

Thermodynamischer Gleichgewichtszustand

Gegenstand der Thermodynamik sind sogenannte Gleichgewichtszustinde. Dieser Begriff ba-
siert auf unseren Erfahrungen:

Jedes von der Umgebung isolierte thermodynamische System geht nach hinreichend langer
Zeit in einen Zustand tber, den es spontan nicht wieder verldsst. Dieser Zustand heifst
thermodynamisches Gleichgewicht. Durch ihn sind alle Figenschaften des Systems bestimmi.

e Beispiele:

— alle Ausgleichsphdnomene: Temperaturausgleich, Druckausgleich, Konzentrations-
ausgleich

— spontane Magnetisierung in Ferromagnetika (z.B. Fe, Co, Ni, Gd, Dy, EuO)

— spontane Polarisation in Ferroelektrika (z.B. KDP-Kristalle wie KDoPOy, Trigly-
zinsulfat, Perovskite wie BaTiO3 oder KNbO3)

e Transitivitéit des thermodynamischen Gleichgewichts: Ist A mit B im Gleichgewicht und
B mit C, so ist auch A mit C im Gleichgewicht.

e Nichtgleichgewichtszusténde: Zustandsgrofien hingen von Ort und Zeit ab, z.B. Anre-
gungs- und Relaxationsprozesse (ultra-kurze fs-Laserpulse erzeugen hochangeregte Halb-
leiter), Injektion schneller Teilchen in ein Target (isochores Heizen), Wérmeleitung
(Temperaturgradient), Diffusion (Konzentrationsgradient), elektrischer Strom (elektri-
sches Feld), Hall-Widerstand (magnetisches Feld zusétzlich), p-n-Ubergang unter Last
(Spannung) ...

e Modell des lokalen thermodynamischen Gleichgewichts ist hiufig niitzlich; Problem der
Wahl geeigneter Zeit- und Léngenskalen — Nichtgleichgewichtsthermodynamik und
Nichtgleichgewichtsstatistik, siehe z.B. [1, 2, 3].

Weitere wichtige Begriffe der Thermodynamik sind:

Komponente:
Ein System kann aus verschiedenen Komponenten (Stoffen) bestehen. Beispiele: Luft kann
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fiir einfache thermodynamische Rechnungen als Gemisch aus Stickstoff (78%), Sauerstoff
(21%) und Argon (1%) betrachtet werden; Jupiter besteht nach Massenanteilen aus 71,5%
Wasserstoff, 27,5% Helium und etwa 2% schwereren Elementen (Astrophysik: Metalle).

Phase:

Eine Phase ist ein in physikalischer und chemischer Hinsicht homogener Bereich eines ther-
modynamischen Systems. Beispiele: Wasser im Gleichgewicht mit seinem Dampf — 2 Phasen
(fliissig-gasformig); iiberséttigte Losung im Gleichgewicht mit dem Dampf des Losungsmittels
— 3 Phasen (fest-fliissig-gasformig).

Grenzflachen:

Sie trennen Phasen rdumlich voneinander. Die Zustandsgrofen (z.B. Dichte) dndern sich
sehr schnell mit dem Ort in diesen sehr schmalen Ubergangszonen (zum Teil nur einige
Atomlagen). Meist wird dafiir das Modell einer mathematischen Fliche (zweidimensional)
verwendet.

1.2 Zustandsvariablen

Zustandsvariablen sind Parameter oder Messgréflen, die einen thermodynamischen Gleich-
gewichtszustand charakterisieren; man unterscheidet innere (z.B. Druck p, Temperatur T,
chemische Zusammensetzung) und duflere (Felder, Volumen V') sowie extensive und intensi-
ve. Gleichgewichtszustéinde sind durch eine kleine Anzahl von Zustandsvariablen vollstéindig
charakterisiert. Den kleinsten moglichen Satz von Zustandsvariablen nennt man deshalb auch
vollstindigen Satz. Die zu ihm gehdrenden Zustandsvariablen bezeichnen wir als unabhéngig.
Die Auswahl eines vollstandigen Satzes von Zustandsvariablen ist willkiirlich und erfolgt nach
Zweckmafigkeitskriterien. Alle anderen Zustandsvariablen sind Funktionen des vollsténdigen
Satzes von Zustandsvariablen — man nennt sie Zustandsgrofen oder abhingige Zustandsva-
riablen. Die Zahl der unabhéingigen Zustandsvariablen gibt die Zahl der thermodynamischen
Freiheitsgrade des Systems an.

Extensive Zustandsgrofien:

e Verhalten sich proportional zur Gréfle des Systems, z.B. Teilchenzahl N, Stoffmenge
(Molzahl) n, Volumen V', Masse m, innere Energie U, Entropie S, Magnetisierung M,
Polarisation P ...

e Sind in einem Mehrphasensystem aus ¢ Phasen additiv, d.h.
U=> UW, 5=> 50 . (1.1)
j=1 J=1

e Fiir ihre Anderung in einem Volumenelement AV existieren Bilanzgleichungen:

dA _ doA | diA
dt  dt dt ’

(1.2)

wobei d, A die Bilanz aus Zufluss/Abfluss von A in/aus das/dem Volumenelement und
d; A die Bilanz aus Vernichtung und Produktion von A im Volumenelement beschreibt.

e Abgeschlossenes System: d, A = 0. Falls weiterhin d; A = 0 gilt, ist A eine Erhaltungs-

grofe: % = 0. Beispiele: Masse m, Ladung ¢, Energie F, Impuls p, Drehimpuls L.
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e Extensive Groflen konnen von einem System auf ein anderes iibertragen werden und
sind zum Teil ineinander umwandelbar (z.B. verschiedene Energieformen, chemische
Reaktionen #ndern Teilchenzahl).

e Beachte: Die Entropie S kann in abgeschlossenen Systemen nur infolge irreversibler
Prozesse anwachsen, siehe Kapitel 2.8 zum 3. Hauptsatz.

Intensive Zustandsgrofien:

e Sind unabhéngig von der Grofle des Systems, z.B. Temperatur 7', Druck p, chemisches
Potenzial u

e Quotienten zweier extensiver Gréflen sind intensiv. Bezieht man sich auf

das Volumen V: ~dichte, z.B. Massendichte o = m/V;
die Masse m: spezifische ~, z.B. spez. Wirmekapazitit ¢ = C/m;
die Stoffmenge n: molare ~, z.B. molare Entropie s = S/n;

die Teilchenzahl N: ~ pro Teilchen, z.B. innere Energie pro Teilchen u = U/N.

1.3 Zustandsgleichungen

Zustandsgleichungen verkniipfen Zustandsgréfien miteinander. Aus ihnen sind alle thermody-
namischen Eigenschaften des Systems ableitbar. Zustandsgleichungen kann man als Fldchen
im Zustandsraum darstellen. Der Zustandsraum wird durch eine geeignete Zahl von Zustands-
variablen aufgespannt. Fiir ein Gas folgt z.B. aus den unabhéngigen Variablen Temperatur
T, Volumen V sowie der Molzahl n bzw. der Teilchenzahl N die Zustandsflache fiir den Druck
p=p(T,V,N). Jeder Gleichgewichtszustand des thermodynamischen Systems entspricht ei-
nem Punkt auf der Zustandsfliche.

Beispiel: Modell des idealen Gases
e Punktformige Teilchen: kein Eigenvolumen
o Keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen: H = Hy;, + Hww, Hww =0
e Gute Néherung fiir ' — oo oder ¢ = 77 — 0

e Die Zustandsgleichungen fiir das ideale Gas lauten p(7, V,n) = nRT/V und U(T,V,n) =
%nRT bzw. mit der Molzahl n = N/L und der universellen Gaskonstanten R = Lkpg in
den Variablen (7', V, N):

p(T,V,N) = NkgT/V thermische Zustandsgleichung

U(T,V,N) = 3NkgT kalorische Zustandsgleichung

(T, V,N) = kpgTIn (NA*/V) chemisches Potenzial (1.3)
(P) = Np®E /3kpT Polarisation im elektr. Feld E

(M) = N2B/3kpT Magnetisierung im magnet. Feld M

A = /27h?/(mkgT) : thermische Wellenléinge von Teilchen der Masse m
h=h/2r = 1,0546 - 1073 Ws? : Plancksches Wirkungsquantum
R = 38,3145 J/(mol K) : universelle Gas-Konstante
L = Nj=6,0221-10%3 mol~! : Lochschmidtsche Zahl (Avogadro Number)
kg = 1,38066 - 10-2* Ws/K : Boltzmann-Konstante
P : elektrisches Dipolmoment, [ : magnetisches Diplomoment
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Einige Einheiten:

Stoffmenge [n]=mol, absolute Temperatur [T|=K, 0K=-273,15 °C,
innere Energie [U]=J, 1 J=1 Ws=10" erg=0, 23885 cal,

Druck [p]=Pa=N/m?2, 10°Pa=1 bar=1,0197 at=0,9869 atm

Zustandsgleichung realer Gase:

Teilchen haben eine Ausdehnung und wechselwirken miteinander. Damit ist auch die Mog-
lichkeit von Phaseniibergiingen gegeben, die in idealen Gasen nicht vorkommen. Man kann
den folgenden Ansatz wéhlen:

Pefi Vet = nRT . (1.4)

Der effektive Druck ist durch den Druck auf die Gefafiwand gegeben, der allerdings noch
durch den Binnendruck infolge der Wechselwirkung der Teilchen untereinander korrigiert
werden muss: peg = p + a"}—i. Das effektive Volumen ist das Gefafivolumen vermindert um
das Eigenvolumen der Teilchen (undurchdringlich): Vog = V' — nb. Mit diesen Uberlegungen
erhélt man die Zustandsgleichung nach J.D. van der Waals (1837-1923):

(p+af) (V= nb) = nRT . (1.5)

Mit dem molaren Volumen v = V/n ergibt sich die Gleichung (p + -%)(v — b) = RT. Die
Konstanten b (Eigenvolumen der Teilchen) und a (Maf fiir die Wechselwirkung) sind mate-
rialabhéngig. Fiir das Modell des van-der-Waals-Gases tritt unter ganz bestimmten thermo-
dynamischen Bedingungen der Gas-Fliissigkeit-Phaseniibergang auf, dessen kritischer Punkt
berechnet werden kann, siche Kapitel 4.3.

Eine sehr dhnliche, gebriuchliche Zustandsgleichung realer Gase ist die von C. Dieterici (1858-
1929, lehrte 1906 in Rostock):

p(v —b) = RT exp (—a/RTW) . (1.6)

Andere Parametrisierungen wurden u.a. von M. Berthelot (1827-1907), O. Redlich (1896-
1978) oder A. Wohl (1863-1939) vorgeschlagen. Die Zustandsgleichung realer Gase kann auch
in der Virialform angegeben werden (viris: lat. Kréfte):

B(T c(T
pszT(l—l— ( )+ (2)+> (1.7)
v v
Die 2., 3., ... Virialkoeffizienten B(T'),C(T),... miissen gemessen oder berechnet werden

und bestimmen die Abweichungen vom Idealen-Gas-Verhalten, siche Theoretische Physik VI:
Statistische Physik und Kapitel 4.4 fiir die 2. Virialkoeffizienten einfacher Modellpotenziale.
Die empirischen idealen Zustandsgleichungen (1.3) folgen im Grenzfall kleiner Dichten

lim pv = RT.

vV— 00

Sie konnen im Rahmen der klassischen statistischen Physik auch hergeleitet werden, siehe
Kapitel 6.7.
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KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE DER THERMODYNAMIK

Materialeigenschaften und thermodynamischer Prozess

Thermodynamische Groflen, die den differenziellen Zuwachs einer Zustandsgrofie bei infinite-
simaler Anderung einer unabhéngigen Variable beschreiben, sind die Materialeigenschaften:

1 [oV
a = —=|—= isobarer Ausdehnungskoeflizient, (1.8)
VAIT ), N
1 [oV
Kp = —— <—> isotherme Kompressibilitét, (1.9)
VAOp/)rn
1/0p . .
B = —|=+= isochorer Druckkoeffizient, (1.10)
p\OT )N
ou OH
cC, = <—> , O = <—> Wirmekapazitdten, H: Enthalpie, (1.11)
! a)yy " \OT ), N
1 (oM
Xm = —=|—= magnetische Suszeptibilitét. (1.12)
V-\oB T,V,N
Beispiel ideales Gas: pV = nRT ergibt sofort
1 1 1
OZ_T, 'V”'T_]_)a ﬁ—f

und damit den (auch allgemein giiltigen) Zusammenhang

(113)

Thermodynamischer Prozess:

Jede Anderung einer Zustandsgrofie mit der Zeit ist ein thermodynamischen Prozess.

Vorgénge, die zum Erreichen eines Gleichgewichtszustands fiithren, sind auch thermo-
dynamische Prozesse, z.B. Temperaturausgleich (Wérmeleitung), Druckausgleich (Vo-
lumenénderung), Konzentrationsausgleich (Diffusion).

Sie laufen von selbst ab oder unter dem Einfluss &ufierer Einwirkungen (Felder). Sie
sind im allgemeinen ¢rreversibel, d.h. unumkehrbar.

Als Idealisierung ist der reversible (umkehrbare) Prozess anzusehen: Er lduft nur iiber
Gleichgewichtszustéinde, dndert damit die Umgebung nicht und kann wieder zum Aus-
gangszustand zuriickgefiihrt werden.

Niherung durch langsame, quasistatische Prozesse (relativ zu den charakteristischen
Zeiten im System)

Prozessarten:

isotherm d7T =0 | adiabatisch dQ =0 | polytrop ¢ = const.
isobar dp =0 | isentrop dS =0
isochor dV =0 | isenthalp dH =0

Thermodynamischer Grenzfall: Man betrachte zunéchst ein System aus N Teilchen im
Volumen V' und bestimme die physikalischen Grolen (z.B. iiber Simulationsverfahren wie
Monte-Carlo oder Molekulardynamik in der finiten Simulationsbox). Thermodynamische Er-
gebnisse erhélt man im Limes

N
lim lim sodass — = konst. (1.14)
N—o00 V—o0 v



1.5. KONTROLLFRAGEN UND UBUNGSAUFGABEN ZU KAPITEL 1

1.5 Kontrollfragen und Ubungsaufgaben zu Kapitel 1

1.

2.

10.

Definieren Sie den Begriff thermodynamisches Gleichgewicht!

Charakterisieren Sie thermodynamische Systeme hinsichtlich ihres Kontaktes zur Um-
gebung!

. Was sind intensive und extensive Zustandsgrofien?
. Definieren Sie die Begriffe Phase und Komponente!
. Vergleichen Sie das Modell des idealen Gases mit dem eines realen Gases!

. Nennen Sie die Zustandsgleichungen des idealen Gases (thermisch und kalorisch)!

Berechnen Sie die Materialeigenschaften fiir das ideale und das van-der-Waals-Gas!

. Leiten Sie den Zusammenhang (1.13) ab!

. Was ist ein thermodynamischer Prozess? Nennen Sie Beispiele!

Was ist der thermodynamische Grenzfall?
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Kapitel 2

Hauptsatze der Thermodynamik

Die Hauptsitze der Thermodynamik geben das empirische Verstdndnis fiir das Verhalten
eines thermodynamischen Systems sowie der Zustandsgroflen Temperatur 7', innere Energie
U und Entropie S an — sie sind Erfahrungssétze. Sie konnen gleichzeitig als Messvorschrift
fiir die jeweilige Zustandsgrofie verstanden werden.

2.1 Nullter Hauptsatz: Die Temperatur T

Die Temperatur ist eine nichtmechanische, skalare Zustandsgréfie und fiir alle thermody-
namischen Systeme relevant [4]: Thermodynamik. Sie kann mit der Wirmebewegung der
Systembausteine in Verbindung gebracht werden (mittlere kinetische Energie der Gasteil-
chen, mittlere Energie der Atome auf den Gitterplidtzen im Festkorper etc). Ihr Wert ist
unabhéngig von der Vorgeschichte (Evolution) des Systems. Es gilt Transitivitdt, d.h. falls
Ty =Tp und T = T¢, so ist auch Ty = T — man spricht auch vom thermischen Gleichge-
wicht zwischen den jeweiligen Systemen.

Nullter Hauptsatz: R.H. Fowler (1931)
Fiir jedes thermodynamische System existiert eine skalare Zustandsgrifie — die Temperatur
T. Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht besitzen die gleiche Temperatur.

Ihre Quantifizierung erfolgt iiber eine Temperaturskala, Messgeréte sind Thermometer. Beim
Messprozess wird das thermodynamische System in thermisches Gleichgewicht mit dem Ther-
mometer gebracht. Es gibt auch beriihrungsfreie Temperaturbestimmung, z.B. iiber das Spek-
trum der Warmestrahlung oder spektroskopische Verfahren. Im Prinzip eignen sich alle phy-
sikalischen Eigenschaften, die von der Temperatur abhingen, zur Temperaturbestimmung.
Heute gilt die Internationale Temperaturskala von 1990 (ITS-90) mit dem Kelvin als SI-
Einheit [5]. Besondere Verfahren sind fiir die Messung sehr tiefer und sehr hoher Temperatu-
ren notig.

Temperaturskalen kénnen willkiirlich iiber eine thermometrische Eigenschaft 8 = 6(X) festge-
legt werden. Mogliche thermometrische Eigenschaften sind die Fliissigkeitssidule in Glaskapil-
laren X = h, der elektrische Widerstand X = R,; (Widerstandsthermometer), das Volumen
bei konstantem Druck X = V (Gasthermometer), oder das Thermoelement X = Uy etc.
Die Ideale-Gas-Temperatur 1" nutzt aus, dass sich im Grenzfall starker Verdiinnung alle Gase
gleich (ideal) verhalten (Boyle-Mariottesches Gesetz), d.h.

lim — = x(T). (2.1)
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Das Verhalten der temperaturabhéngigen Konstanten x(7') kann empirisch als
X(T) = xo(1 + BT) |v=const. mit f=1/273,15°C

angegeben werden. Entsprechend der ITS-90 verwendet man den Tripelpunkt von Wasser
(Eis, Wasser, Dampf im Gleichgewicht bei 612 Pa) und ordnet ihm willkiirlich die Temperatur
von 273,16 Kelvin (nach Lord Kelvin, 1848) zu. Damit erhdlt man genau 100 K zwischen
Gefrier- und Siedepunkt bei Normaldruck 10° Pa, was der 1742 definierten Skala von A.
Celsius (1701-1744) entspricht:

T[°C] = T[K] — 273,15.

Im englischsprachigen Raum ist noch die Skala von D.G. Fahrenheit (1686-1736) iiblich. 1714
schlug er drei Fixpunkte zur Festlegung einer Temperaturskala vor: eine Kéaltemischung aus
Eis, Wasser und Salmiak (0 °F), den Gefrierpunkt von Wasser (32 °F) und die Kérpertem-
peratur eines gesunden Menschen (96 °F). Die Umrechnungsvorschrift lautet:

5
T[°C| = 9 (T[°F] — 32) .
Spéter (siehe Kapitel 2.6.3) wird die absolute Temperatur eingefiihrt, die der Idealen-Gas-
Temperatur entspricht, und ein allgemeiner Zusammenhang zwischen den empirischen und

der thermodynamischen Temperaturskala abgeleitet.

2.2 FErster Hauptsatz: Die innere Energie U

Thermisches Gleichgewicht wird zwischen zwei Systemen mit anfinglich unterschiedlichen
Temperaturen T4 > T durch Austausch von Wirme hergestellt. Das System A wird kélter
und B wird wérmer bis beide die gleiche Temperatur 1" mit T4 > T > Tp haben. Die Wirme
Q ist eine Energieform, die zwischen Systemen iibertragen werden kann. Sie ist keine Zu-
standsgrofle und besitzt kein vollstédndiges Differenzial: §Q). Die iibertragene Warmemenge
héngt davon ab, auf welchem Weg die Wiarme zu- oder abgefiihrt wird, z.B. bei konstantem
Druck oder bei konstantem Volumen. Dem System zugefiihrte (abgefiihrte) Warmemengen
zéhlen immer positiv (negativ).

Der Energiebegriff spielt in der Physik eine zentrale Rolle. Aus der Mechanik ist der Energie-
erhaltungssatz bekannt: Fyi, + Epot = const. Durch Arbeiten von B. Thompson (1753-1814),
N.L.S. Carnot (1796-1832), W. Thomson (Lord Kelvin, 1824-1907), R.J. Mayer (1814-1878),
J.P. Joule (1818-1889), R.E. Clausius (1822-1888), H.L.F. von Helmholtz (1821-1894) und
anderen wurde dieser Mitte des 19. Jahrhunderts verallgemeinert und auf thermodynamische
Systeme ausgeweitet. Es hat sich durch alle Untersuchungen bestéitigt, dass die Energie eines
abgeschlossenen Systems bei Beriicksichtigung aller Energieformen eine Erhaltungsgrofie ist.

Erster Hauptsatz: H.L.F. von Helmholtz (1857)
Fiir jedes thermodynamische System existiert eine extensive Zustandsgrofse U — die innere
Energie. Sie kann im System durch Zufuhr von Wirme 6Q und Arbeit 6A anwachsen:

dU =46Q + 0A . (2.2)
Fiir abgeschlossene Systeme gilt der Energieerhaltungssatz:

dU = 0 bzw. U = const.
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e Messvorschrift fiir U: Absolutwert kann durch Wahl eines Nullpunkts dhnlich wie bei
der potenziellen Energie festgelegt werden, z.B. U =0 fiir T'=0 und ¢ — 0.

e Zugefithrte Warme: Warmeédquivalent (R.J. Mayer, J.P. Joule), d.h. 1 cal=4,187 J.

e Am System geleistete Arbeit JA: z.B. mechanische Arbeit bei Kompression eines Gases,

siehe Abb. 2.1.

e Druck: p=F/A
V, p Kraft F e Infinitesimale Kompression: dV = Adx < 0
! Kolben e Am System geleistete Arbeit:
X 0A =—Fdr=—pdV >0

Flache A

e Arbeitsdifferenzial: 04 = —pdV
Abbildung 2.1: Kompression eines Gases.

Tabelle 2.1: Ubersicht iiber einige Arbeitsdifferenziale.

Phys. Erscheinung Zustandsvariable Arbeitsdifferenzial
(verallg. Koordinate) (verallg. Kraft) 0A
Kompression/Expansion | Volumen V

von Gasen, Fliissigkeiten Druck p —pdV
Veranderung der Oberfliche F

Oberfliche Oberflichenspannung o odF
Léngenédnderung Lénge [

eines Drahtes Zugkraft Z Zdl
Magnetisierung eines Magnetisierung M -
Mediums Magnetfeldstéarke H H-dM
elektrische Polarisation Polarisation P .
eines Mediums elektrische Feldstirke E E-ap
Anderung der Teilchen- | Teilchenzahl N,

zahl einer Sorte k chemisches Potenzial py, PN

Vollstéindiges Differenzial einer Zustandsvariablen W (x,y, z):

ow Y:8_W Z:8W

dW = Xd Yd Zdz , X = — el
T+ ey + ez, ox '’ oy’ 0z

Der Satz von Schwarz

0xX oy 0X 90z oY 07

oy Ox’ 0z Ox’ 0z Oy
liefert die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass dW = Xdx 4+ Ydy + Zdz ein
vollstandiges Differenzial ist und W damit eine Zustandsgrifle. Diese Bedingung lautet in
integraler Form

jé dW =0. (2.3)
Die innere Energie U(T,V, N) hat ein vollstéindiges Differenzial

ou ou ou
== T — — N 2.4
= ar), e ) (o), e
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so dass
02U B 02U 02U B 02U 02U B 02U
oVoT — 9TOV > OVON  9ONOV ' dTON  ONOT '

$dU =0 <= U(T,V,N) ist eine ZustandsgroBe

\% \%

Abbildung 2.2: Die Anderung von U ist un- Abbildung 2.3: Die zur Anderung eines Zu-
abhéngig vom Weg (a, b, ¢) und allein durch  stands notwendige Arbeit A (oder Wirme
Anfangs- und Endzustand gegeben. Fiir ein Q) ist wegabhiingig. Das Umlaufintegral pdV’
geschlossenes System mit N=const. gilt: verschwindet nicht und liefert die beim Pro-

zess geleistete Arbeit (graue Fliche). Es gilt:

2
AU:/1 dU = U(Ty, Va) — U(Ty, Vi) %5147&0, f&@;ﬁo

Umlaufintegrale im Zustandsraum beschreiben Kreisprozesse, die immer wieder in einen
wohldefinierten Anfangszustand zuriickfiithren. Solche Prozesse sind fiir Anwendungen der
Thermodynamik in der Technik grundlegend (Wé#rmekraftmaschinen). Aus § dU = 0 und
$OAF£0, $5Q # 0 folgt, dass bei Kreisprozessen Arbeit und Wirme abgegeben bzw. aufge-
nommen werden kénnen und die folgende Beziehung laut 1. HS erfiillt sein muss:

de:%5A+y{5Q:AA+AQ:o. (2.5)

2.3 Erster Hauptsatz fiir homogene Einkomponentensysteme

2.3.1 Definition der Wiarmekapazitéit

Im folgenden betrachten wir homogene Einkomponentensysteme mit N = const. Will man die
Temperatur einer Substanz erhdhen, muss man ihr Wéarme zufiihren. Diese Wéarmemenge ist
eine Materialgrofie — die Warmekapazitit C' = §Q)/dT. Die Warmemenge @, die 1 g Substanz
um 1 K erwédrmt, nennt man spezifische Wdrme. Bezieht man sich auf 1 mol, dann ist das
die Molwérme c
_C6Q
‘T T ndT
mit der Einheit J/(mol K). Die Molwérme ist keine Zustandsgrofie, da Q) kein vollsténdi-
ges Differenzial ist. Sie héngt von der Art der Prozessfiihrung ab. Aus dem vollstdndigen
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Differenzial der inneren Energie U = U(T,V) und dem 1. HS

oUu oUu
U = (8—T>VdT+ <W>Tdv, AU = 6Q — pdV (2.6)
folgt:
ou ou

Die Wiarmekapazitét ist also allgemein iiber die innere Energie gegeben:

C= fl_g = (g_U)V + [(g_g):r +p(T, V)] % : (2.8)

2.3.2 Erwirmung bei konstantem Volumen

Fiir konstantes Volumen folgt dV = 0 und aus (2.8) ergibt sich:

we(3),-(3),

d.h. C, kann bei Kenntnis der kalorischen Zustandsgleichung U (T, V) sofort berechnet wer-

den. Fiir das Beispiel des idealen Gases U = %nRT erhilt man C), = %nR bzw. ¢, = %R.
Weiterhin ist
oUN 0 bzw. U=U(T) (2.10)
ov)p o ’ '

d.h. die innere Energie des idealen Gases héngt nicht vom Volumen ab. Dieses Experiment
wurde 1807 zuerst von J.L. Gay-Lussac (1778-1850) durchgefiihrt und spéter mit hoherer
Prizision von J.P. Joule (1845) wiederholt.

Die irreversible Gasexpansion (in das Vakuum)
p,T beim Gay-Lussac-Versuch erfolgt adiabatisch iso-

R liert, d.h. 6QQ = 0. Beim Entspannen des Gases

— von Vi auf Vi + V5 wird keine Arbeit geleistet, d.h.
Vq V2 0A = 0. Damit ist laut 1. HS auch dU = 0, d.h.
die innere Energie des idealen Gases héngt nicht
vom Volumen ab, was iiber Temperaturmessung
Abbildung 2.4: Gay-Lussac-Versuch. bestétigt ist: T = const.

Welche Konsequenzen hat das fiir C,? Untersuchen wir die Abhéingigkeit vom Parameter V
mit Hilfe der Integrabilitdtsbedingung

(v (@).), = Gz ()., -

erhalten wir fiir das ideale Gas 5
—C =0
(7)o

da (OU/0V)r = 0. Damit ist C, = C,(T) fiir ideale Gase allein eine Funktion von der Tem-
peratur und durch eine, z.B. kalorimetrische Messung die innere Energie U(T") bestimmbar:

T
U(T) = /O Co(T)dT" . (2.11)
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2.3.3 Erwirmung bei konstantem Druck

Fiir Prozesse bei konstantem Druck ist es glinstig, von den Variablen (7', V') auf die Variablen
(T,p) zu transformieren. Das wird uns spéter auf eine neue Zustandsgréfie — die Enthalpie
H(T,p) fithren. Ersetzen wir das Volumen durch die neuen Variablen und setzen p = const.
voraus, d.h.

ov ov ov
av = <—> dT' + <—> dp = <—> T, (2.12)
or), op ) r or),
folgt aus (2.8) fiir die Warmekapazitét bei konstantem Druck
Q ou ov
==) = — T — 2.1
o= (ar), o), v Gr), - e

bzw. fiir die Differenz der Warmekapazitdten der allgemeine Ausdruck:

Cp—=Cy = [(57)r +p(T.V)] (57) (2.14)

P

Die nichtidealen Beitrége zur kalorischen Zustandsgleichung (OU/0V )7 und die thermische
Zustandsgleichung p(7, V') bestimmen die Differenz der Warmekapazitéiten.

Beispiel: Die Gleichungen fiir das ideale Gas pV' = nRT, (0U/0V )7 = 0, und (0V/0T'), =
nR/p liefern in (2.14) die allgemeine Relation

‘Cp—CU:nR,cp—cv:R, (2.15)

d.h. man erhilt ¢, = %R fiir ein ideales einatomiges Gas.

Tabelle 2.2 gibt Beispiele fiir die Molwérmen verschiedener realer Substanzen an und priift die
Erfiillung der Relation (2.15) fiir ideale Gase. Die Ubereinstimmung ist relativ gut. Aus dem
Aquipartitionstheorem der Statistischen Physik fiir die innere Energie U = %N kT = %nRT,
wobei f die Anzahl der Freiheitsgrade fiir die Atome/Molekiile ist, erhélt man wegen u = % =
%RT fiir die Molwérme sofort ¢, = %R. Damit ist ¢, = %R und fiir den Adiabatenexponent
erhélt man

R R 2
y= @ T 2 (2.16)
Cu Cu v f
e Translationsfreiheitsgrade f2" = 3. Sie sind fiir einatomige Gase wie z.B. He der

alleinige Beitrag.

e Rotationsfreiheitsgrade von Molekiilen werden fiir Temperaturen oberhalb hw,ot >
0.01 eV ~ 10%? K angeregt und sind abhingig von der Molekiilsymmetrie: f™' = 2
fiir zweiatomige Gase wie Oo oder lineare Molekiile wie COs, ansonsten gilt ! = 3
(drei Rotationsachsen) fiir mehratomige Molekiile.

e Schwingungsfreiheitsgrade von Molekiilen werden zusétzlich bei Temperaturen oberhalb
hwyi, > 0.1 eV ~ 10° K angeregt, ihre Abzihlung und Temperaturabhiingigkeit ist
komplizierter. Néherungsweise ergibt sich fViP = 2.

e Bei hohen Temperaturen werden auch noch die elektronischen Zusténde angeregt bzw.
Dissoziations- und Ionisationsprozesse finden unter Energicaufnahme statt (Plasmazu-
stand). Solche Prozesse tragen stark zur Wiarmekapazitit bei.
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Tabelle 2.2: Molwérmen einiger Substanzen im Vergleich mit den Vorhersagen des Idealen-

Gas-Modells (2.16).

Substanz | f | ¢, [R] | v [R] | ¢p— ¢ [R] | 7
He 3| 2.52 1.52 1.00 1.66
04 5| 3.51 2.50 1.01 1.40
COq 7| 4.40 3.38 1.02 1.30
CoHg 9| 5.75 4.71 1.04 1.22

2.3.4 Adiabatische Prozesse

Unterbindet man jeglichen Warmeaustausch des Systems mit seiner Umgebung, nennt man
es adiabatisch isoliert. Alle dann noch moglichen Prozesse nennt man adiabatische Prozesse,
die durch 6@ = 0 gekennzeichnet sind. Aus (2.7)

oU ou
= = P — T P = 2_1
0Q = dU + pdV <8T>Vd + Ka‘/)T—i—p] av =0 (2.17)

und mit (2.14) erhalten wir:

dT 1 ou C,—-C, (0T
il ——_— | = St A (i 2.18
()=o), =5 (&), 29
Das heifit, die kalorische und thermische Zustandsgleichung des betrachteten Stoffes be-

stimmen auch den Anstieg der Adiabaten. Fiir das Beispiel des idealen Gases folgt mit
p=nRT/V, (0U/OV); =0 und Cp — C, = nR:

T C,—C,T
— = 2.1
<dv>ad c, V (2.19)

Durch Trennung der Variablen kann man diese Gleichung sofort 16sen und erhélt die Poisson-
Gleichung mit dem Adiabatenexponenten v = C,,/C,:

pV7 = const. ‘ (2.20)

Mit Hilfe der Idealen-Gas-Gleichung pV = nRT folgen die gleichwertigen Beziehungen:
1 1y
TVY~ ' =const , Tp 7 = const.”

Der Verlauf von Adiabaten, Isothermen, Isobaren und Isochoren im p-V-Diagramm ist in
Abb. 2.5 skizziert; Adiabaten verlaufen steiler als Isothermen.

2.4 Der Carnotsche Kreisprozess

2.4.1 Verlauf im p-V-Diagramm

Bei Kreisprozessen wird der Anfangszustand iiber einen geschlossenen Weg, z.B. im p-V-
Diagramm, wieder erreicht. Wéhrend fiir die ZustandsgréBe innere Energie §dU = 0 gilt,
findet man fiir die Warme ¢ 6Q # 0 und Arbeit § 64 # 0. Thermodynamische Kreisprozesse
bilden die Grundlage fiir den Betrieb von Wdrmekraftmaschinen,
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p
c<0 Isochore c=¢
c>0
Isobare c5¢
>0 c<0 Isotherme c->00
Adiabate c=0
\

Abbildung 2.5: Spezielle thermodynamische Prozesse im p-V-Diagramm und Wérmekapa-
zitéat.

e die Wiarme in Arbeit umwandeln,
e die Wirme wird dem Arbeitsmedium bei einer moglichst hohen Temperatur zugefiihrt,

e bilden ein geschlossenes System (das Arbeitsmedium wird in den Ausgangszustand
zuriickgefiihrt),

und Verbrennungskraftmaschinen,

e die chemisch gebundene Brennstoffenergie wird durch Reaktion mit Sauerstoff innerhalb
der Maschine freigesetzt und der Prozess mit dem Verbrennungsgas fortgesetzt,

e bilden ein offenes System (Brennstoff und Luft werden zugefiihrt und Abgase abgege-
ben).

Die realen irreversiblen Prozesse in solchen Maschinen werden durch reversible Ersatzprozesse
beschrieben, die das thermodynamische Arbeitsprinzip moglichst gut wiedergeben. Dabei ist
das Prinzip des Kreisprozesses wichtig, da in der Regel eine sehr grofie Zahl von Zyklen
durchlaufen werden soll. Das Ziel jedes einzelnen thermodynamischen Kreisprozesses besteht
in der Abgabe von Arbeit durch Zufuhr von Wirme, wobei ein hoher Wirkungsgrad erreicht
werden soll, d.h. das Verhéltnis aus abgegebener Arbeit und zugefithrter Warme soll moglichst
grof} sein. Fiir das prinzipielle Verstindnis von Kreisprozessen hat der Carnotsche Prozess
(CP) eine groBe Bedeutung. Er wurde 1824 von N.L.S. Carnot (1796-1832) beschrieben und
ist in Abb. 2.6 dargestellt. Er besteht aus vier Teilprozessen:

1 — 2 adiabatische Kompression: Q12 = 0,

2 — 3 isotherme Expansion: Qo3 = Q, = —Ass, Q, wird zugefiihrt,

3 — 4 adiabatische Expansion: Q34 = 0,

4 — 1 isotherme Kompression: Q41 = Q, = —Ay41, Q. wird abgefiihrt.

2.4.2 Der Carnot-Prozess mit idealem Gas als Arbeitsmedium

Wir verwenden nun ein ideales Gas als Arbeitsmedium. Auf den Isothermen ist dU = 0 und
damit 0QQ = —dA. Auf den Adiabaten ist 6 = 0 und damit dU = §A. Die beim CP geleistete
Arbeit ist in Abb. 2.6 schraffiert und soll nun berechnet werden. Dazu betrachten wir die vier
Teilschritte:

V27To V37T0 V47Tu Vl 7Tu
A= —/ (T, V)dV—/ p(T, V)dV—/ p(T, V)dV—/ p(T,V)dV . (2.21)
|41 7Tu V27To V37To V47Tu
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p Warmebad J
Adiabaten
Warme Q)
To Arbeit A
Isothermen
T, Warme QJ
v Warmebad J

Abbildung 2.6: Der Carnot-Prozess im p-V-  Abbildung 2.7: Der Carnot-Prozess als Ener-
Diagramm. gieflussdiagramm.

Fiir das ideale Gase gilt (2.11). Entlang der Adiabaten (6Q = 0) ist A = dU, d.h. —pdV =
Cy(T)dT mit C, = nc,. Entlang der Isothermen gilt p(T, V) = nRT/V. Man erhélt:
To Vs Jv T,

Viav
A= | Cy(T)dT — nRTO/ —+ | Cu(T)dT - nRTu/ —.

(2.22)
Ty Va T, Vy 14

Der erste und dritte Beitrag heben sich weg, so dass die beim CP geleistete Arbeit

V: ﬁ] (2.23)

A=-nR|T,ln = +T,1
n [ nV2—|— nV4

ist. Nutzt man die Adiabatengleichung TV7~! = const. aus, folgt

TV =T,V vy =T, vyt

T, _ (Vi _ (v
T. \Va Vs ’

W % _Y

= — =
Voo V3 Vi V3
ergibt und man das folgende Endergebnis erhélt:

so dass sich die Relation

A=—nR(T,—T,)ln{ . (2.24)

e V3 > V5, d.h. die Arbeit ist negativ und wird abgegeben.
o Qo =—A3=nRT,In % > 0 ist die aufgenommene Wéirme.
e (), = —Ay1 =nRT,In % < 0 ist die abgegebene Warme.

e Wirkungsgrad des CP: nc = abgegebene Arbeit/aufgenommene Wirme,

ne=ngt =g, = trt =1l <1 (2:25)

o

e Der Wirkungsgrad des CP ist bei reversibler Prozessfithrung nur von der Temperatur-
differenz AT = T, — T,, der Warmeb#der abhéngig und unabhingig von der Substanz
(Arbeitsmedium).
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e Um einen hohen Wirkungsgrad zu erreichen, ist AT bzw. T, moglichst grofl zu wéhlen.
Dabei ist aus wirtschaftlichen Griinden stets ein Kompromiss zwischen Effektivitat (n¢)
und technischem Aufwand (7,) notig.

e Es ist immer 1o < 1, da fiir reale CP stets T;, > 0 ist und T' = 0 auch prinzipiell nicht
erreicht werden kann (siehe Kapitel 2.8 zum 3. HS der Thermodynamik).

e Andere Kreisprozesse: Joule-Prozess aus zwei Isobaren und zwei Adiabaten, Ericsson-
Prozess aus zwei Isobaren und zwei Isothermen, Otto-Motor aus zwei Isochoren und zwei
Adiabaten, Diesel-Motor aus zwei Adiabaten und je einer Isobaren und Isochoren.

e Wirmepumpe: Wenn der CP umgekehrt durchlaufen wird (1-4-3-2-1), spricht man
von einer Warmepumpe. Mit der aufgenommenen Arbeit A wird dem kélteren Wirme-
bad (T,) die Warme @, entnommen und dem heiflen Warmebad (7;,) die Wérme
Qo] = A+ Q. zugefithrt. Es gilt immer Q, + Q, + A = 0. Der Effekt besteht in
der Erwdrmung des oberen Wérmebades (Heizung). Wirkungsgrad:

T 1
1@l 1Q] A

A ‘Qo‘_Qu_To_Tu_nC

Twp

e Kiltemaschine: Der Effekt besteht hier in der Abkiihlung des unteren Wirmebades
(Kiihlschrank). Wirkungsgrad:

A Qo —Qu  To—Tu nc

e Technische Probleme: Wie werden die Warmemengen transferiert? Dafiir verwendet
man Arbeitsmedien, die in den entsprechenden Temperaturbereichen zwischen T, und
T, kondensieren, d.h. Warme abgeben, und verdampfen, d.h. Warme aufnehmen. Man
verwendet Kompressoren zur Druckerhohung und Drosselventile zur Entspannung, um
iiber eine Anderung des Druckes die gewiinschten Prozesse mit dem Arbeitsmedium
ablaufen zu lassen.

2.5 Zweiter Hauptsatz: Die Entropie S

2.5.1 Irreversible Prozesse

Der 1. HS sagt aus, dass alle thermodynamischen Prozesse dem Energieerhaltungssatz geniigen
miissen. Andererseits sind die in der Natur ablaufenden Vorgénge irreversibel, d.h. nicht um-
kehrbar. Damit ist die Zeitrichtung fiir den Ablauf von Naturvorgéngen (hier von thermody-
namischen Prozessen) ausgezeichnet. Man unterscheidet dabei dissipative und Ausgleichspro-
zesse. Aus Erfahrung weifl man, dass nicht alle mit dem 1. HS vertréglichen Prozesse auch
beobachtet werden. Es ist offenbar nicht mdglich,

e dissipative Prozesse vollstandig riickgéingig zu machen, d.h. solche, bei denen Wéirme
durch Reibung entsteht (z.B. reibungsbehaftete Stromung, plastische Verformung, Ver-
brennung etc.),

e Ausgleichsprozesse wieder umzukehren (z.B. Temperatur-, Druck- oder Konzentrations-
ausgleich).

Es wurde z.B. niemals beobachtet, dass

e sich ein Wasserbad spontan abkiihlt und einen Stein herausschleudert,
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e sich eine plastische Verformung unter Abkiihlung von selbst wieder ausbeult,
e sich ein Gas spontan in einem bestimmten Bereich seines Behélters konzentriert,
e im Wirmekontakt stehende Korper spontan eine Temperaturdifferenz aufbauen usw.

Als geeignetes Maf fiir die Irreversibilitéit von thermodynamischen Prozessen fithren wir die
Zustandsgrofle Entropie S ein, die noch in geeigneter Weise quantifiziert werden muss. Dazu
wurden fundamentale Arbeiten von R.E. Clausius (1822-1888), W. Thomson (1924-1907),
M. Planck (1854-1947), A. Sommerfeld (1868-1951) und anderen Physikern im 19. und 20.
Jahrhundert geleistet.

Empirischer Befund: Bei irreversiblen Prozessen geschieht im Innern des Systems etwas,
das nicht wieder riickgéngig gemacht werden kann.

Mathematische Formulierung: Im thermodynamischen System wird bei irreversiblen Pro-
zessen eine Grofle produziert, die nicht wieder vernichtet werden kann.

2.5.2 Entropie und Wirme

Die Entropie ist eine skalare extensive GroBe, die bilanziert werden kann. Die Anderung der
Entropie in einem Volumenelement AV ist durch Erzeugung oder Vernichtung im Innern und
durch Zu- oder Abfluss aus der bzw. in die Umgebung gegeben: dS = d;S + d,S. Es gilt dann
die folgende Bilanzgleichung;:

0% + divJ, =0 . (2.26)

ds/dt —

Gleichung (2.26) gibt die Anderung der
Entropie in einem Volumenelement AV mit
s als spezifischer Entropiedichte S = [ psdV,
j; als Entropiestromdichte und o, als Entro-
pieproduktionsdichte an.

AV

Abbildung 2.8: Entropiefluss durch ein Vo-
lumenelement.

e Bei irreversiblen Prozessen in abgeschlossenen Systemen wird im Innern des Systems
Entropie erzeugt und niemals vernichtet, d.h. d;S > 0 bzw. o5 > 0; das Gleichheitszei-
chen gilt fiir den reversiblen Prozess.

e Zusammenhang zwischen Entropie und energetischen Groflen: Betrachte z.B. ein durch
Reibung von T} auf T erwidrmtes thermodynamisches System.

e Stellt man thermisches Gleichgewicht mit einem Wirmebad der Temperatur 77 her,
wird der urspriingliche Zustand 7T} wieder erreicht: Das System hat Entropie durch
Wirmeiibertragung auf das Bad verloren und so die Spuren des irreversiblen Prozesses
geloscht.

e Ansatz fiir den Zusammenhang zwischen Entropie- und Wérmestromdichte mit der
absoluten Temperatur 71"

-

J, == (2.27)
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Betrachte reversiblen Wirmeaustausch, d.h. sehr kleine Temperaturdifferenzen AT —
0, so dass der Prozess quasistatisch verlduft und damit d;S = 0 bzw. o, = 0 gilt und
dS = dgS ist. Damit ergibt sich:

dyS dgs .= > = 1= S 10Q

= —dV =—[ divJedV=—- Jg-dF=—| =Jo-dF=—=—_. (2.28
dt /ngt /VW /F /FTQ Tt 22
— Fall jQ ™7 dF , d.h. Warme wird dem System entzogen: @ zdhlt negativ

— Fall jQ T dﬁ, d.h. Wérme wird in das System gebracht: ) zéhlt positiv

— d.h. oben rechts folgt immer ein positives Vorzeichen

Definition der Entropie S: d,S = ‘%Q , d;S > 0. (2.29)

Sommerfeldsche Formulierung des 2. HS:

Jedes thermodynamische System besitzt eine extensive Zustandsgrifie, die Entropie S. Ihre
Zunahme bei reversiblen Prozessen errechnet sich als Quotient aus zugefithrter Warmemen-
ge 6Q) und der bei dieser Gelegenheit zu definierenden absoluten Temperatur T'. Bei allen
irreversiblen Prozessen wird im Innern des Systems Entropie produziert.

Definition der absoluten Temperatur T: Der integrierende Nenner 1/T iiberfiihrt das
unvollsténdige Differenzial der Wéarme 6@ in das vollsténdige Differenzial dS der Zu-
standsgrofle Entropie.

. . 5
Es gilt allgemein: dS > TQ

Abgeschlossene Systeme: dS > 0, d.h. die Entropie kann nur zunehmen. Solange im
System noch Prozesse von allein ablaufen, wichst die Entropie an. Im Gleichgewichts-
zustand hort die Entropieproduktion auf und die Entropie ist mazimal.

Historische Hypothese (R.E. Clausius): Betrachte die Welt als abgeschlossenes System,
in der eine Vielzahl komplizierter Prozesse ablaufen. Die Entropie kann nur Anwachsen
und strebt einem Maximalwert zu. Dadurch werden tendenziell alle Temperaturunter-
schiede ausgeglichen und die Méglichkeiten zur Verrichtung von Arbeit erschépfen sich:
Wirmetod. Probleme: Ist die Struktur des Universums geschlossen oder offen? Ist seine
Evolution statisch, expandierend oder pulsierend? Ist das Universum im thermodyna-
mischen Gleichgewicht?

Die Natur entwickelt im Laufe der Evolution komplizierte (biologische) Strukturen:
Thermodynamik irreversibler Prozesse in offenen Systemen (I. Prigogine, P. Glans-
dorff) [6]. Das zentrale Problem ist die Beschreibung der Entropieproduktion os.

Entropie und statistische Beschreibung (L. Boltzmann, M. Planck, A. Einstein, C.E.
Shannon) [3]:
S=kplhW

mit W als der Anzahl der méglichen Mikrozustdnde zur Realisierung des Systemzu-
stands, siehe auch Kapitel 6.2.

Rolle von Energie und Entropie (A. Sommerfeld):

In der riesigen Fabrik der Naturprozesse nimmit die Entropie die Stelle des Direktors ein,
denn sie schreibt die Art und den Ablauf der Prozesse vor. Die Energie hat die Rolle des
Buchhalters, der Soll und Haben ins Gleichgewicht bringt.
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2.5.3 Die Entropie des idealen Gases

Fiir das ideale Gas gilt vereinfachend

oU oU
p—TLRT/V, (W)T_Oa Cv(T) - <8_T>V )

so dass aus (2.7) die folgende Beziehung ableitbar ist:

dav
Fiir die Entropie folgt sofort
0Q dTl dav

so dass eine Integration in der (7', V')-Ebene von Zustand (7o, V) nach (7, V') das Ergebnis

TV T T 14
/ dS = S(T, V) — S(Tp, Vo) = / ™) iy 4 nR/ il (2.31)
To,Vo To T Vo 14

liefert. Mit C,, = const. (fiir ein nicht zu grofies Temperaturintervall) und der Entropiekon-
stanten Sy = S(Tp, Vo) — C, InTy — nR1In Vp folgt das Ergebnis fiir die Entropie des idealen
Gases in den Variablen (7, V):

S(T,V)=CyInT+nRInV + 5 . (2.32)

Diese Beziehung kann mit Hilfe des Idealen-Gas-Gesetzes auch in andere Variablen transfor-
miert werden, z.B. nach S(T,p). Unter Verwendung von (2.15) erhélt man aus (2.32) auch

S(T,V)=C,ln (TV'1) +Sp . (2.33)

Fiir einatomige Gase mit C,, = 3nR ergibt sich aus (2.32)
S(T,V) =nRin (T*2V) + 8y . (2.34)

Speziell fiir adiabatische Prozesse gilt (2.20), d.h. TV7~! = const., so dass diese auch immer
isentrop sind: S(7,V) = const. und dS = 0. Der Absolutwert der Entropie kann iiber die
Gibbs-Duhem-Relation (2.60) berechnet werden, sieche Kapitel 2.7.2. Die Bestimmung der
Entropiekonstanten ist auflerdem eng mit dem 3. HS der Thermodynamik verkniipft, siehe
Kapitel 2.8.

2.5.4 Entropie fiir den Carnot-Prozess

Die Hauptsétze gelten fiir den CP: 1. HS

de:faQJr]éaA:o — Qo+ Qu+A=0

und 2. HS
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Daraus folgt der Clausiussche Wiarmesummensatz:

Die Summe der reduzierten Wirmemengen Q/T verschwindet beim reversiblen Carnot-
Prozess.

_|_

e

9

=0 — S=-I (2.35)

Der Wirkungsgrad des CP fiir reversible Prozessfithrung (2.25) ergibt sich sofort aus (2.35):

_A Qo"’Qu Qu Tu
rev _ _ 7 _ o T Ru g, XU _q U
e =g, Qo Q. T,

Bei irreversibler Prozessfithrung gilt dS > (%Q wegen d;S > 0, so dass

Qo | Qu Qu T
0> 4+ = —— .
Ty Ty Qo Ty

Damit gilt fiir den Wirkungsgrad bei irreversibler Prozessfithrung;:

irr QU Tu iy
e =14+ =—<1——==n5", 2.36
5 o<1 = (2:36)
d.h. der Wirkungsgrad des CP ist bei irreversibler Prozessfiihrung immer kleiner als bei re-
versibler, niérev <ng'.

Carnotscher Satz (1824):

Von allen reversiblen Kreisprozessen, die zwischen zwei fest vorgegebenen Temperaturen
verlaufen, hat der CP den grifiten Wirkungsgrad.

T
To 2 Cp e 3 Abbildung 2.9: Zum Beweis des Carnotschen
™ T N Satzes:

K I

Al ! CP (Linie 1-2-3-4-1) und beliebiger rever-
L N RS T sibler Kreisprozess K (Strichpunktlinie I-IT)
Tyl ST ‘ zwischen T, und T, im T-S-Diagramm; S; =

1 4 Sy und S3 = Sy sind frei wahlbar.
‘ | Zugefiihrte Wéarme auf Teilweg I: Qy,
él 53 3 Abgegebene Wirme auf Teilweg II: Q.

Beweis: Wir finden fiir die Warmemengen
S3 S1
Qr = / T](S)dS = TIM(S;J, — S1) , Qrr = / T[[(S)dS = T%(Sl — Sg) .
Sl 53

Es gilt laut Mittelwertssatz der Integralrechnung

™ <1, TM > T,
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Adiabaten @

Abbildung 2.10: Zum Beweis des Clausius-
schen Warmesummensatzes: Ein beliebiger
men Fi) reversibler Kreisprozess K wird im p-V-
Diagramm durch ein Netz von Adiabaten und
Isothermen in viele schmale Carnot-Prozesse
(Beispiel schraffiert) aufgeteilt: j = 1...n.
Fiir jeden einzelnen gilt der Clausiussche
0 Wiérmesummensatz. Auf den Isothermenab-
! schnitten T, éj ) und 7, 15] ) werden die Warme-
mengen Ang ) und AQQ(L] ) iibertragen.

und damit fiir den Wirkungsgrad jedes beliebigen reversiblen Kreisprozesses K zwischen Ty,
und T):
rev A Qr+Qmr Qu . T Ty ey
TR T T @ Qr ™ T, ¢
d.h. die Beziehung 73" < ni" gilt allgemein. Weiterhin gilt der Clausiussche Wérmesum-
mensatz (2.35) allgemein, siche Abb. 2.10:

Es ist leicht einzusehen, dass im Grenzfall n — oo der urspriingliche Kreisprozess durch die
infinitesimal schmalen Carnot-Prozesse immer besser approximiert wird und sich die Beitrige
der einzelnen Carnot-Prozesse wegheben:

Q& (aQY A\
}'{ds_}'{?_,fbnéoz;< 70 + 70 =0 (2.37)

Jj=

Damit ist gleichzeitig bewiesen, dass 0Q) /T das vollstéindige Differenzial einer Zustandsfunk-
tion ist, der Entropie S. Wir folgern:

‘Der Clausiussche Warmesummensatz gilt fir alle reversiblen Kreisprozesse. ‘

2.6 Zweiter Hauptsatz und grundlegende Beziehungen

2.6.1 Gibbssche Fundamentalgleichung

Man kann den 1. und 2. HS fiir reversible Prozesse zusammenfassen:
S = ~du — 154 (2.38)
T T '

Die Arbeitsdifferenziale (siche Tabelle 2.1) sind allgemein darstellbar als:
0A =" a;dA; . (2.39)
i=1

Damit folgt die nach J.W. Gibbs (1939-1903) benannte Fundamentalgleichung

i=1

Nl=
Sl

die die Grundlage der Gleichgewichtsthermodynamik ist und die folgenden Eigenschaften hat:
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Sie liefert eine Beziehung zwischen den vollstéindigen Differenzialen S und U: S =

S(U,{A}) mit {A} = Ay, As, ... A,

Aus dem vollstandigen Differenzial und Vergleich sind weitere Grofien ableitbar:

~ 0S(U,{A}) —S(U{4})
dS = —————dU + E-: Td& ; (2.41)
195w {4y)  _9S(U.{A})
7= oo =1 04; (242)

Links folgt die kalorische Zustandsgleichung: T = T(U,{A}) - U = U(T,{A}).
Rechts folgt die thermische Zustandsgleichung durch Ersetzen von U: a; = a;(T, A;).

Wichtige Eigenschaften wie die Temperatur T und die Gréfien a; hdngen wie die Entro-
pie nur von U und den Gréflen A; ab; diese charakterisieren den Zustand des Systems
offenbar vollsténdig.

Die Gibbssche Fundamentalgleichung gibt also einen wollstindigen Satz von Zustands-
variablen an.

Thermodynamische Gréfien lassen sich bei Kenntnis der Entropie S(U, {A4}) durch ein-
faches Differenzieren nach den Variablen des vollsténdigen Satzes berechnen. Man nennt
S(U,{A}) deshalb auch thermodynamisches Potenzial, sieche Kapitel 3.

2.6.2 Beziehung zwischen thermischer und kalorischer Zustandsgleichung

Beide Zustandsgleichungen sind aus der Entropie S abgeleitet worden und somit nicht un-
abhéngig. Wie lautet der explizite Zusammenhang? Betrachten wir das Beispiel von Gasen
und Fliissigkeiten mit den unabhéngigen Variablen T'und A; = V und betrachten die Gibbs-
sche Fundamentalgleichung (2.40):

TdS = dU + pdV . (2.43)

Das vollsténdige Differenzial der inneren Energie ist laut kalorischer Zustandsgleichung U =

U, v):

oU oU
U=[22 T i V.
d (31 >‘rd <3V>Td

Man erhélt fiir das vollstdndige Differenzial der Entropie S(T, V) aus (2.43):

1 /oU 1 oU oS oS

Vergleich liefert das Ergebnis:

(), =7 (50, (&), =7 (), ] e

Die gemischten zweiten Ableitungen der Entropie S(7', V') miissen laut Integrabilititsbedin-

gung gleich sein,

vl (or), o {r [Ge), 1),
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so dass nach Differenzieren folgt:

10U 1 [[oU 1 0°U 1 (0p

maoar = —7a |\ A ) TPt + =\ o= .

ToVor T ov ), Torov T \oT ),
Die gemischten zweiten Ableitungen von U(T,V') sind laut 1. HS auch gleich, so dass die
gewiinschte Beziehung folgt:

(5 =T (%), —p@V). (2.45)

Die thermische Zustandsgleichung p = p(7,V') legt die Volumenabhingigkeit der inneren
Energie fest. Die Temperaturabhéingigkeit der inneren Energie ist dagegen nicht vollstandig
festgelegt; hier ist noch eine additive Temperaturfunktion frei wéhlbar. Gleichung (2.45) kann
benutzt werden, um die thermodynamische Konsistenz von Zustandsgleichungen, die fiir reale
Systeme immer im Rahmen von Néherungen entwickelt werden, abzuschéitzen. Wird (2.45)
in die rechte Seite von (2.44) eingesetzt, findet man eine sogenannte Maxwell-Beziehung:

oS dp
— ) == . 2.4
(o).~ (o), (249
Beispiel: Fiir das ideale Gas pv = nRT folgt sofort:
ou
i = bzw. = T
<(9V>T 0 bzw. U=U(T),

d.h. die innere Energie des idealen Gases héngt nicht vom Volumen ab. Die experimentelle
Bestitigung erfolgte durch den Gay-Lussac-Versuch, siche Abb. 2.4.

2.6.3 Thermodynamische Temperaturskala: Die absolute Temperatur T

Welche Beziehung gilt zwischen der im 2. HS definierten absoluten Temperatur 7" und der
im 0. HS eingefiihrten empirischen Temperatur 77 Bisher wurde vorausgesetzt, dass T die
Eigenschaften von 7 hat, d.h. die Funktion 7' = T'(7) sei eineindeutig. Aus (2.45) folgt

O\ _ (%) dr _ ou
T<6_T> ‘T<6‘T>vdT -t <6‘V>T |

Trennung der Variablen und Integration liefert mit der Festlegung eines Bezugspunktes Ty =
T(79), z.B. dem Tripelpunkt von Wasser bei Ty = 273,16 K:

T T dp /

dr’ T (%) dr

& =ln~ = v . 2.47
7y T’ To 7{p(T/y)Jr(aU(aT‘;,V))T, ( )

Man kann also p(7,V) und u(7,V) in beliebigen empirischen Temperaturskalen 7 messen
und dann mit (2.47) die absolute Temperatur T berechnen und in den Zustandsgleichungen

verwenden. Besonders einfach wird (2.47) fiir ideale Gase, da dann ( g—g)T = 0 ist:
T f Op dr’ [ dp p(1, V) p(T,V)
ln—:/<—> — =] —=—=h—= = T=T————=. 2.48
Ty or' )y p p p(70,V) p(10, V) (2.48)
70 70

Der Druck in Abhéngigkeit von der empirischen Idealen-Gas-Temperatur (Celsius-Skala) bei
konstantem Volumen ist durch p = po(1+ 57) gegeben, wobei 1/ = 273,15 °C ist. Legt man
den Tripelpunkt von Wasser in dieser Skala mit 0,01 °C fest, so folgt

T T
T=273,15 K (14 —1' :(2 1 —)K, 2.4
73,15 ( +273,15°C> 73 5+OC (2.49)
d.h. die empirische ideale Gastemperatur stimmt bis auf den willkiirlich wéhlbaren Nullpunkt
mit der absoluten Temperatur iiberein.
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2.7 Verhalten bei tiefen Temperaturen

2.7.1 Entropie fiir offene Systeme und chemisches Potenzial

Wir betrachten jetzt offene thermodynamische Systeme, d.h. Stoffaustausch mit der Umge-
bung sei moglich. Dazu verwenden wir das Modell des homogenen Mehrkomponentensystems,
wobei zunédchst chemische Reaktionen zwischen den einzelnen Komponenten k = 1... K nicht
zugelassen werden. Das vollsténdige Differenzial der Entropie fiir ein solches System wird aus
der Gibbsschen Fundamentalgleichung (2.40) gewonnen:

1 1 —
dsS = TdU— ?;aidAi.

Neben dem Arbeitsdifferenzial fiir Volumenarbeit am System (a9 = —p und d4g = dV)
treten zusétzliche Beitrdge auf, die mit Stoffzufuhr und Stoffabfluss in das bzw. aus dem
System zusammenhingen. Die Anderung der Teilchenzahl einer Komponente ist mit Arbeit
verbunden und wir schreiben dAy = dNi. Damit ergibt sich:

K
1 P 1
dS = ZdU + ZdV = = kzl ardNy, . (2.50)

Welche Bedeutung haben die zu den Teilchenzahlen N} konjugierten Variablen ai? Dazu
stellen wir das vollstdndige Differenzial der Entropie S(U,V,{N}) mit {N} = N1, Ny, ... Nk

auf: K
ds = (8—S> dU + <6—5> av +y (—65 > dNj, . (2.51)
ou V{N} ov U{N} =1 ON, U,V,N;#N

In den partiellen Ableitungen nach den Teilchenzahlen wird im Folgenden immer N; # N,
vereinbart. Vergleich mit der Gibbsschen Fundamentalgleichung (2.40) liefert sofort:

1_ (3_5> P _ (5‘_5> Gk _ (5‘_5> (2.52)
T 8U V,{N} ’ T 6V U,{N} ’ T 8Nk; U,V,Nj ’ ’

Durch Inversion ist aus der Entropie S(U,V,{N}) die innere Energie U(S,V,{N}) ableitbar.
Aus der Gibbsschen Fundamentalgleichung (2.50) findet man

K
dU = TdS — pdV + > apdNy. . (2.53)
k=1

Das vollstéindige Differenzial der inneren Energie lautet:

K

oUu oU ou

dUu = <—> ds + <—> av + <—> dNg . (2.54)
05 Jvqvy OV /) sy ; ONk / 5w,

Durch Vergleich findet man wieder:
ou ou ou
T <_) o p= (_) L ap = (_> | (2.55)

95 /) v.{wy WV /) sy Nk / sy,

Aus der Entropie bzw. der inneren Energie findet man damit fiir die intensiven Gréfien
Temperatur 7', Druck p und chemisches Potenzial pp = ai der Sorte k die Relationen:

ou ou (%)U{N} _ ( oU (%)U,V,Nj
T= (a_)v,{N} y P=— (W)s,{N}: 7(%)”]”7 K = (—aNk>S,v,Nj == =) . (2.56)
’ (]
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Das chemische Potenzial y, gibt die Anderung der inneren Energie mit der Teilchenzahl N,
der Sorte k an. Es hat fiir die Beschreibung offener Systeme sowie des Stabilitédtsverhaltens
thermodynamischer Systeme grofle Bedeutung. Die Gibbssche Fundamentalgleichung (2.40)

lautet nun mit (2.53):
K

dU = TdS —pdV + > juxdNy, . (2.57)
k=1

2.7.2 Gibbs-Duhemsche Gleichung

Die Entropie S(U, V,{N}) ist eine extensive Grofie und héingt in dieser Form nur von anderen
extensiven Groflen ab. Damit ist es moglich, einen Skalenfaktor A einzufiihren:

SU V' ANY) = S(\U, AV, AMN}) = AS(U, V. {N}) . (2.58)
Ableitung nach dem Parameter A\ ergibt:

s <§> an+<5_5> avf+§:<a_g> N}
dx U ) gy O8N0V )y OX £ NIV e O

K

05) <3S> < oS )
- (2 U+ (22 vaSs (22 Ny = S(U,V, {N}]2.59)
<3Ul VINY V' )i vy ; ONi/ v N

Wihlt man speziell A = 1 und identifiziert die partiellen Ableitungen von S mit den intensiven
thermodynamischen Grofien entsprechend (2.56), so erhiilt man die nach J.W. Gibbs (1839-
1903) und P.M.M. Duhem (1861-1916) benannte Gleichung in verschiedenen Formen:

U , pv Kﬂij
S(U,V,{N})=T+T—k2_:1 T

. (2.60)
bzw. U — TS +pV — > upNp=0.
k=1
Die freie Enthalpie G(T,p,{N}) (auch als Gibbs-Energie bekannt)
K
G=U-TS+pV=> Ny (2.61)
k=1

ist durch die Teilchenzahlen und chemischen Potenziale in einem Mehrkomponentensystem
bestimmt (siehe auch Kapitel 3). Fiir ein Einkomponentensystem ergibt sich y = G/N =
g, d.h. das chemische Potenzial ist durch die freie Enthalpie pro Teilchen g gegeben. Eine
wichtige Grofle in der Statistischen Physik (siehe Theoretische Physik VI: Statistische Physik)
ist das grofie thermodynamische Potenzial J(T',V, uy),

K
J=U-TS > Ny =—-pV, (2.62)
k=1

mit der die Zustandsgleichung von offenen und insbesondere von Quantensystemen berechnet
wird. Die Gibbssche Fundamentalgleichung (2.57) wurde mit Hilfe der allgemeinen Definition
der intensiven Groflen T, p, u iiber partielle Ableitungen der Entropie (bzw. der inneren
Energie) (2.56) integriert. Die Gibbs-Duhemsche Gleichung (2.60) ist zusammen mit der
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Gibbsschen Fundamentalgleichung (2.57) Ausgangspunkt fiir die Bestimmung vollstandiger
Differenziale thermodynamischer Gréflen, siehe auch Kapitel 3.

Man findet nun weiterhin aus (2.60)

K K
dU —TdS — SdT + pdV + Vdp — > uxdNy, — > Nydpy =0 (2.63)
k=1 k=1

und mit Hilfe der Gibbsschen Fundamentalgleichung (2.57) die differenzielle Form der Gibbs-
Duhemschen Gleichung;:

K
—SdT' + Vdp — z Nidpy, =0 . (2.64)
k=1

Die intensiven Groflen T', p, ux sind also nicht unabhéngig voneinander! Man kann andererseits
den Druck p(T, g, V') als vollstédndiges Differenzial auffassen, wenn gleichzeitig das Volumen
bekannt ist:

= —dT + Z —duk (2.65)

Fiir ein System mit V' = const. und n; = Ng / V' als Teilchendichte kann man entlang einer
Isothermen mit d7T' = 0 die Zustandsgleichung

K k
W)=Y [ (i (2.66)
k=1Y7°°

angeben. Das heifit, man berechnet die chemischen Potenziale ux (T, ny) und bestimmt dann
ni (T, py) durch Inversion. Uber (2.66) ist dann die thermische Zustandsgleichung bestimmt.
Dieser Zugang ist fiir reale Systeme anwendbar, wenn die Nichtidealititsbeitrige (WW-
Korrekturen) zum chemischen Potenzial z.B. im Rahmen einer Stérungstheorie berechnet
werden kénnen.

Das chemische Potenzial ist als intensive Zustandsvariable unabhéngig von der Systemgrofie
und somit unabhingig vom Skalenfaktor A:

1i(T,p, {N}) = (T, p, M{N}) = pi(T,p, {N}) .

Damit folgt
K

K
dpi < Opi > ONy ( Opi )
= = Nk == O .
dA ; 8]\7,; T,p,N; OA Z BN,’C T,p,N;

k=1

Wihlt man wieder speziell A = 1, folgt aus der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen
von G bzgl. der Teilchenzahlen:

K K
O 0%G o
N E N, E -
Z k <8Nk> ToN; o ’ <3NkaN >TpN < T,p,Nj "

W

Diese resultierenden Gleichungen sind nach J.W. Gibbs (1839-1903) und M. Margules (1856-
1920) benannt:

=0. (2.67)
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2.7.3 Entropie und chemisches Potenzial des idealen Gases fiir 7' — 0

Die Entropie eines idealen einatomigen Gases ist laut (2.34) durch
S(T,V) = nRn <T3/2V> + S

gegeben. Betrachtet man offene Einkomponentensysteme mit variabler Teilchenzahl und trans-
formiert mit Hilfe von nR = Nk von der Molzahl n auf die Teilchenzahl N, so erhilt man
mit v = V/N fiir die Entropie pro Teilchen

S(T,V) So(N)
N

s(T,v) = = kpIn <T3/2v) +kpln N + 20

Dieses Ergebnis ldsst sich mit der Entropiekonstanten o, = In N 4+ Sy(N)/Nkp umschreiben:
3
s(T,v) = kg (5 lnT—i—lnv—i—aU> . (2.68)
Man kann mit pv = kT auf die Variablen (T, p) transformieren,

s(T,p) = kg (g InT —Inp+ ap> , (2.69)

mit der neuen Entropiekonstanten o, = o, +In kp. Die Entropiekonstanten o, und o, diirfen
als intensive Groflen nicht von der Teilchenzahl abhéingen, so dass sich diese Abhéngigkeiten
in den Ausdriicken (2.68) und (2.69) wegheben miissen. Fiir konstantes Volumen oder kon-
stanten Druck und gegebene Teilchenzahl divergieren diese Ausdriicke fiir T — 0, was der
Erfahrung widerspricht, dass alle thermodynamischen Groflen auch in diesem Grenzfall iiber
die Gibbs-Duhem-Relation (2.64) wohl definiert sind. Wir schlussfolgern:

Im Grenzfall tiefer Temperaturen verliert das Modell des idealen Gases seine Giiltigkeit.
Die bei tiefen Temperaturen auftretenden Abweichungen vom idealen Gasgesetz nennt man
Gasentartung.

e Fiir tiefe Temperaturen kondensieren die meisten Gase zu Fliissigkeiten und erstarren
anschliefend zu Festkorpern. Damit wird das Modell des klassischen idealen Gases in
diesem Bereich gegenstandslos.

e Ausnahme: Helium bleibt fiir p = py auch bei T' = 0 K fliissig (Quantenfliissigkeit,
Suprafluiditét) [7, 8].

e Fiir tiefe Temperaturen ist besonders fiir leichte Elemente der Einfluss von Quanten-
effekten (Entartung, Nullpunktsschwingungen) wichtig. Man nennt sie deshalb auch
Quantenfluide. Die thermodynamischen Relationen miissen fiir diesen Bereich im Rah-
men der Quantenstatistik hergeleitet werden, siehe Theoretische Physik VI: Statistische
Physik.

Wir wollen nun noch das Verhalten des chemischen Potenzials fiir tiefe Temperaturen unter-
suchen. Dazu betrachten wir wieder offene Einkomponentensysteme mit (2.56)

oS

und erhalten aus der Gibbs-Duhem-Relation (2.64) pro Teilchen mit v = U/N, v = V/N und
s=S/N:
p=u+pv—Ts. (2.71)
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Damit ergibt sich fiir das einatomige ideale Gas mit pv = kT, u = %kBT und (2.68),

3
w(T,v) = —kpT <§ In7T+1Inv+ z) , (2.72)

mit der chemischen Konstanten i = o, — 5/2. Dieses Ergebnis kann man wieder auf die
Variablen (7, p) transformieren,

5
u(T,p) = —kpT <§ InT —Inp +j> : (2.73)

wobei die neue (Dampfdruck-) Konstante j = ¢ + In kg lautet. Obwohl die Relationen (2.68),
(2.69), (2.72) und (2.73) nicht fiir T — 0 K gelten, kann man sie fir den gasformigen Bereich
anwenden und die Konstanten o, 0}, 7 und j an experimentelle Ergebnisse anpassen. So fin-
det man zum Beispiel mit Hilfe der Gibbs-Duhem-Relation und den Idealen-Gas-Gesetzen,
speziell der Sackur-Tetrode-Beziehung fiir das chemische Potenzial (1.3.c), fiir die Entropie-

konstante
m \3/2 5/2
op =1In <271712) (ekp) . (2.74)

Sie ist allein durch Naturkonstanten und die Masse m der Teilchen bestimmt. Man kann die
Entropie in der Gasphase auch empirisch iiber die bekannten Wérmekapazitéiten in der festen
und fliissigen Phase sowie die Schmelz- und Siedepunkte eichen und so die Entropiekonstante
op bestimmen (UA: Vergleich der theoretischen und experimentellen Werte fiir Hg):

Tmels (! (T) Qumel Thoil (! (T) Qboil T5/2
S(Thoil, P :/ P ar+ met+/ P 2T+ 220 = Nkpln < 20l exp(o .
(Thoit Po) 0 T Twet Jr.,, T Thoil b Po (20)

. asformi
| fest | flussig J J
| | — T
15 Ts
QSchmelz Q Verdampf

chmelz iede

Abbildung 2.11: Verhalten der Entropie fiir tiefe Temperaturen und Berechnung der Entro-
piekonstanten o,.

2.8 Der 3. Hauptsatz der Thermodynamik

2.8.1 Nernstscher Wiarmesatz

Mit dem 3. HS wird keine neue Zustandsgrofle eingefiihrt, sondern das Verhalten der Entro-
pie am absoluten Nullpunkt der Temperatur festgelegt. Die Zustandsgréfie Entropie S ist
iiber die Gibbs-Duhem-Relation (2.64) bestimmt, fiir ihre Absolutwerte benétigt man das
Verhalten in diesem Bereich. Fiir viele Anwendungen sind nur Differenzen zwischen Anfangs-
und Endzustand relevant, so dass das Verhalten bei T' — 0 K keine Rolle spielt. Die Nor-
mierbarkeit der Entropie, die Festlegung ihres Absolutwerts und das Verhalten bei tiefen
Temperaturen sind allerdings wichtige Probleme, die iiber den 3. Hauptsatz geregelt werden.
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Bei tiefen Temperaturen sind in der Regel Quanteneffekte zu beriicksichtigen, so dass eine
konsequente Beschreibung im Rahmen der Quantenstatistik erfolgen muss.

W. Nernst (1864-1941) betrachtete thermodynamische Systeme mit chemischer Reaktion.
Aus dem Verhalten der Reaktionswérme bei kleinen Temperaturen schloss er auf den Verlauf
der Entropie in diesem Bereich und formulierte den nach ihm benannten 3. Hauptsatz (1906).
Hier geben wir den 3. Hauptsatz in der Formulierung von M. Planck (1858-1947) an:

Beim absoluten Nullpunkt der Temperatur T ndhert sich die Entropie eines Systems im
thermodynamischen Gleichgewicht einem von Parametern a; (z.B. Volumen, Druck, Aggre-
gatzustand etc.) unabhingigen Wert Sy. Man wdihlt in der phinomenologischen Thermody-
namik die Normierung So = 0.

%ILD,OS(T’QZ) So=0 %lfn,o<8a¢)T 0 (2.75)

2.8.2 Folgerungen aus dem 3. Hauptsatz fiir 7' — 0 K

Die Warmekapazititen héngen iiber den 2. Hauptsatz mit der Entropie zusammen:

oS oS
f T R = T — . 2.
Cv <6T>V ’ Cp <6T>p ( 76)

Integriert ergeben sich die Gleichungen:

T T
S(T,V) = / %/T)dzusw) S(T,p) = / ij(f)dT’%—S(p). (2.77)
0

0

Im Grenzfall tiefer Temperaturen wird die Entropie unabhéngig von Druck und Volumen, d.h.
S(V) = S(p) = 0. Die Entropie ist allein aus der Messung der Wirmekapazitit bestimmbar.
Weiter muss gefordert werden, dass €, und C}, mindestens mit 7" gegen Null gehen, da sonst
die Integranden fiir T'— 0 K divergieren:

‘Am absoluten Nullpunkt der Temperatur verschwinden die Wirmekapazititen C, und Cp.

Man findet z.B. C ~ T3 fiir den elastischen Festkérper (Debye-Modell) und C' ~ T fiir das
Elektronengas in Metallen (Sommerfeld-Entwicklung), siche Theoretische Physik VI: Stati-
stische Physik.

Die Ableitungen in den thermischen Koeffizienten (1.8) lassen sich auf die Entropie zuriick-
fithren. Dazu verwendet man die Maxwell-Relation (2.46)

#),-(®)

sowie die analoge Beziehung (siche Tab. 3.2)

),--(3),

so dass die thermischen Koeflizienten iiber die Entropie gegeben sind:

1/ 0p 1 /08 1 /0V 1 /08
N e 4 N ded = =] =—= (= . 2.
P p <3T>v p <3V>T ,a 4 <6T>p 14 <3P>T (2:80)
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Damit findet man mit Hilfe des 3. Hauptsatzes fiir tiefe Temperaturen: %imo 8= F}imo a=0.
— —

Im Grenzfall tiefer Temperaturen verschwinden der isochore Druckkoeffizient 8 und der
isobare Ausdehnungskoeffizient .

e Analoge Aussagen gelten auch fiir die anderen Arbeitsdifferenziale A = a;dA;:

S\ _  (0a
OAi ) \OT ), ~

(9S/9A;)r = 0.

e Damit gilt laut 3. HS auch lim (da;/0T)a, = — lim
T—0 T—0

e Die Oberflichenspannung ¢ von fluidem Helium-3 verschwindet am absoluten Null-
punkt. Das Arbeitsdifferenzial A = od[F liefert %imo (00 /0T)F = 0.
_)

e Die magnetische Suszeptibilitét x,, verschwindet am absoluten Nullpunkt. Das Arbeits-
differenzial A = MdH mit M = poxmH liefert 7lﬂilrno(axm/(?T)H = 0.
—

e Allgemeine Beziehung zwischen den Molwérmen (2.14):

. C,—=Cy Op ovy a8 oS\ _
b 2 =g (77) (57), =t (v), (-3), =0 e

Die Differenz der Molwérmen C), — C,, geht stérker gegen Null als 7'

2.8.3 Unerreichbarkeit des absolten Nullpunkts und Systeme mit negati-
ven Temperaturen

S entmagnetisierter Zustand Der magnetisierte Zustand (geordnet) hat

(ungeordnet) . - .
eine geringere Entropie als der entmagne-
tisierte (ungeordnet). Durch eine Prozess-
magnetisierter  kette aus adiabatischer Entmagnetisie-
Zustand rung und isothermer Magnetisierung wer-

(geordnet) .
adiabatische den tiefe Temperaturen T, ~ 1073 K er-
Entmagnetlsuerung . .
S=const. zeugt (paramagnetische Salze wie GASOy,
> _ P. Debye 1926, W.F. Giauque 1927).
M;Zﬂgﬁ;{‘g?ung Bei adiabatischer Entmagnetisierung mit
T=const. Kernmomenten erreicht man T, =~
T 107 K.

Es ist unmaoglich, mit einem endlichen Prozess den absoluten Nullpunkt der Temperatur zu
erreichen.

Der absolute Nullpunkt der Temperatur ist mit endlichen Prozessen prinzipiell nicht erreich-
bar, da die Entropie bei Anndherung an T' = 0 K laut 3. HS unabhéngig von allen Parametern
wird und einem festen Wert (S = 0) zustrebt. Damit ist die Abkiihlung eines Systems auf nega-
tive Temperaturen unmoglich. Gibt es aber trotzdem Systeme mit negativen Temperaturen?

Die Temperatur ist iiber die partielle Ableitung der Entropie nach der inneren Energie de-

finiert: % = (3—5)‘/7 N Damit sind negative Temperaturen in Bereichen moglich, in denen
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S mit U wieder abnimmt. Voraussetzung dafiir ist, dass das thermodynamische System fiir
T — oo einen endlichen Wert von U hat. In Gasen z.B. wéchst U mit T" auch gegen unendlich:
U= %N kpT. In magnetischen Systemen wie z.B. dem Kernspinsystem im LiF-Kristall treten
dagegen keine translatorischen Freiheitsgrade auf. Die magnetischen Momente kénnen sich
nur im magnetischen Feld ausrichten.

H4 Bei tiefen Temperaturen richten sich die magne-
/1 Ny NV tischen Momente im magnetischen Feld H aus.
AV S R JAYAY Mit zunehmender Temperatur wird das System

\ durch thermische Anregungen immer ungeord-

SA neter, bis bei sehr hohen Temperaturen 7" — oo

T-> die maximale Entropie bei einem endlichen Wert

der inneren Energie U, erreicht wird. Weitere
Energiezufuhr in das System sorgt fiir eine zu-
nehmend antiparallele Einstellung der Magnet-
momente im Feld und damit fiir eine Zunahme
der Ordnung bzw. Abnahme der Entropie. Da-

>0 <0 mit hat das System in diesem Bereich negative
Temperaturen, es ist aber heisser als fiir posi-
tive Temperaturen. Das erste Experiment dazu
U wurde von E.M. Purcell und R.V. Pound 1951
U(T=0) U U(T=-0) durchgefiihrt [9].

Praktisch erreicht man den Bereich negativer Temperaturen durch eine sehr schnelle (in etwa
10 ps) Vertauschung der Feldrichtung, bei der die magnetischen Momente ihre Orientierung
beibehalten und nun antiparallel zum magnetischen Feld ausgerichtet sind. Die charakte-
ristische Zeit zum Erreichen des Gleichgewichtszustands im Kernspinsystem betriagt etwa
10 ps. Thermisches Gleichgewicht mit dem Kristallgitter (das immer 7" > 0 hat), an das
die iiberschiissige Energie abgegeben werden kann, wird aufgrund der schwachen Wechselwir-
kung erst innerhalb von etwa 100 s hergestellt. Damit “iiberlebt” der Zustand mit negativen
Temperaturen die charakteristische Systemzeit um einen Faktor von etwa 107.

Neue Methoden zum Erreichen tiefster Temperaturen sind z.B. die Laserkihlung von Atomen
in magneto-optischen Fallen, bei der durch fast-resonante Absorption von Laserlicht die Ato-
me in der Falle abgebremst werden und sich das Gas bis in den pK-Bereich abkiihlen ldsst.
Eine weitere Abkiihlung bis in den nK-Bereich ist mit der Radiofrequenz-induzierten Ver-
dampfungskiihlung moglich, bei der die “heiflesten” Atome durch Spin-Flip-Prozesse aus der
Falle entfernt werden [10]. Der makroskopische Quanteneffekt Bose-Einstein-Kondensation,
von beiden bereits 1924 theoretisch vorhergesagt, ist mit diesen Methoden erstmals in einem
Gas aus Rb-Atomen bei einer Temperatur von 170 nK und einer Dichte von 3 - 1012 cm™3
Mitte der 90er Jahre beobachtet worden [11], wenig spéter auch bei anderen Atomgasen, z.B.
Na [12]. Solche Kondensate kénnen als atomoptische Analoga zum Laser (Atomlaser) vollig
neue Perspektiven in Forschung und Anwendung erdffnen. Ideale Quantengase aus Fermionen
und Bosonen werden in der Vorlesung Theoretische Physik VI: Statistische Physik ausfiithrlich
behandelt.

2.9 Kontrollfragen und Ubungsaufgaben zu Kapitel 2

1. Wie lautet der 0. Hauptsatz der Thermodynamik?

2. Wie lautet der 1. Hauptsatz der Thermodynamik?



34

10.

11.
12.

13.

14.

15.
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. Erldutern Sie den Carnot-Prozess und definieren Sie den Wirkungsgrad!

Berechnen Sie den Wirkungsgrad weiterer Kreisprozesse im p-V-Diagramm mit dem
idealen Gas als Arbeitsmedium:

a) Joule-Prozess (Gasturbine): je zwei Isobaren und Adiabaten,

b) Ericsson-Prozess (Gasturbine): je zwei Isobaren und Isothermen,

c) Stirling-Prozess (Heilgasmotor): je zwei Isochoren und Isothermen,

d) Otto-Motor: Ersatzprozess aus je zwei Isochoren und Adiabaten,

e) Diesel-Motor: Ersatzprozess aus Isochore, Isobare und zwei Adiabaten.

. Wie lautet der 2. Hauptsatz der Thermodynamik? Warum muss die Entropie als neue

Zustandsgrofle eingefithrt werden?

. Wie lautet die Entropie des idealen Gases? In welchen Bereichen versagt dieses Ergeb-

nis?

Erldautern Sie den Clausiusschen Warmesummensatz und beweisen Sie den Carnotschen
Satz!

. Erldutern Sie die Gibbssche Fundamentalgleichung!

. Wie lautet der Zusammenhang zwischen der thermischen und kalorischen Zustandsglei-

chung?

Wie ist die thermodynamische Temperaturskala definiert? Wie lautet der Zusammen-
hang zwischen absoluter Temperatur und der Idealen-Gas-Temperatur?

Wie ist das chemische Potenzial fiir offene Systeme definiert?
Wie lautet die Gibss-Duhem-Gleichung? Geben Sie auch ihre differentielle Form an!

Wie lautet der 3. Hauptsatz der Thermodynamik? Geben Sie die Konsequenzen aus dem
3. Hauptsatz fiir das Verhalten thermodynamischer Gréfien bei tiefen Temperaturen an!

Wie lassen sich tiefe Temperaturen experimentell erzeugen?

Was verstehen Sie unter negativen Temperaturen? Nennen Sie Beipiele fiir Systeme bei
negativen Temperaturen!



Kapitel 3

Thermodynamische Potenziale

3.1 Entropie und innere Energie

Die Gibbssche Fundamentalgleichung (2.40) mit dem Arbeitsdifferenzial A = —pdV legt die
Entropie als vollstdndiges Differenzial bzgl. der Zustandsgrofien U, V, N fest, siche (2.50):

1 p %
dS = —dU + =dV — =dN .
§ = =dU + ZdV —

Wir betrachten hier ein Einkomponentensystem. Alle Relationen lassen sich sofort auf Mehr-
komponentensysteme verallgemeinern. Ist die Entropie S = S(U,V, N) bekannt, lassen sich
alle anderen thermodynamischen Grofien aus dem vollstéandigen Differenzial bestimmen, siehe

(2.52):
as= (22)  av4 (22 v+ (25) v,
U ) vV )y ON )

L_ (98 (98 _ (9%
T \ov ), ' " \ov ),y T TN )y

Damit hat man die thermische Zustandsgleichung p(T,V, N) gewonnen. Die kalorische Zu-
standsgleichung U (T, V, N) folgt aus (2.45). Man nennt die Entropie S(U, V) auch thermo-
dynamisches Potenzial bzgl. des Variablensatzes (U, V, N).

Definition thermodynamischer Potenziale:

FEine Zustandsgrofie heifst genau dann thermodynamisches Potenzial bzgl. eines vollstdin-
digen Satzes von Zustandsvariablen, wenn die Kenntnis dieser Zustandsgrifie als Funktion
des vollstindigen Satzes geniigt, um alle anderen Zustandsgrofien zu bestimmen.

Durch Inversion ist aus der Entropie S(U, V, N) die innere Energie U(S,V, N) ableitbar. Aus
der Gibbsschen Fundamentalgleichung findet man die Gleichung (2.53):

dU = TdS — pdV + udN .

Das vollsténdige Differenzial der inneren Energie lautet:

oUu oUu oUu
(& 9 el N .
v (%)m 5 (aV>s,NdV+ <8N>s,vd

Durch Vergleich findet man wieder:

7 (Y . _ (99U . _ (99U
“\35 )y P=\av ).y "~ \on s

)

35
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Die Gleichheit der gemischten zweiten Ableitungen liefert eine wichtige Maxwell-Beziehung,

siehe auch Tab. 3.2: T 3
P

el —_(=Z£ ) 1

(o), = (58), 3

3.2 Konstruktion thermodynamischer Potenziale

3.2.1 Innere Energie U(S,V,N)

Die thermodynamischen Potenziale S(U,V,N) und U(S,V, N) sind nicht besonders prakti-
kabel, da die Entropie aus Messungen nicht direkt zuginglich ist. W&ahlt man aber andere
Variablen als z.B. (S,V,N), dann ist U kein thermodynamisches Potenzial mehr und man
benétigt weitere Messungen, um alle thermodynamischen Gréflen des Systems zu bestimmen.
Daher ist die Ableitung anderer thermodynamischer Potenziale, insbesondere bzgl. der prak-
tikableren Variablen (7, V') und (T, p), wichtig. Dazu benutzt man die Methode der Legendre-
Transformation, die aus der klassischen Mechanik beim Ubergang von der Lagrange-Funktion
L(q, g, t) auf die Hamilton-Funktion H(q,p,t) durch Einfiihrung verallgemeinerter Impulse p
bekannt ist:

oL
L = L(q,q = — 2
(¢,4,t) , p 9 (3.2)
OH oL
H = L j — g =H _ Cp=0.
(g,4,t) — pq (g,p,t) 9 — o7 ? 0

Damit findet man neue thermodynamische Potenziale bzgl. anderer Zustandsvariablen. Wir
definieren auf diese Weise (a) neue thermodynamische Potenziale, (b) finden mit der Gibbs-
schen Fundamentalgleichung (2.40) TdS = dU + pdV — udN deren vollsténdige Differen-
ziale, (c¢) bestimmen daraus durch Vergleich weitere Zustandsgrofien, (d) leiten die jeweilige
Maxwell-Relation her und kénnen damit (e) die innere Energie (kalorische Zustandsgleichung)
beziiglich der neuen Variablen in Form einer Differenzialgleichung darstellen.

1. Freie Energie F(T,V, N): Helmholtzsches Potenzial

F(T,V,N)=U~ (55)yxS=U~TS8 (3.3)

Die Gibbssche Fundamentalgleichung lautet:

dF =dU —TdS — SdT = —SdT — pdV + pdN

ar=(55) ar+(5p) ave () av
T )y n V)1 N ON)ry

_g_(9F . _ (9F _(9F
ot )y P \av )y TN )y

Eine wichtige Maxwell-Relation lautet:

(@), = (@),

Die kalorische Zustandsgleichung folgt zu:

U(T,V,N)=F(T,V,N) - T (%

oT) v,y (3-4)
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Die Gleichung (3.4) nennt man nach F(T,V, N) umgeformt auch Helmholtzsche Diffe-
renzialgleichung, aus ihr folgt:

QU _(OF\  _(OF\  _(@PF\ (08
oT V7N_ T )y x T )y n %)y T )yn

Bedeutung von F: Gibt in geschlossenen Systemen (dN = 0) die bei isothermen Pro-
zessen (dT = 0) geleistete Arbeit an:

dF = —SdT — pdV + pdN = —pdV = 6A .

2. Enthalpie H(S,p, N):

H(S,p,N)EU—(g—g)SV:UerV (3.5)

Gibbssche Fundamentalgleichung;:

dH = dU 4+ pdV + Vdp = TdS + Vdp + pdN

OH 0H 0H
i = (G5) as+(G0) a+(G) v,
98 ), N o ) s N ON)gs,

OH OH OH
(), - (), o (),
98 ), N o )sn ON ) g,

Eine wichtige Maxwell-Relation lautet:

(5).= (),

Die kalorische Zustandsgleichung ist:

U(S,p,N):H(&p,N)—p(%—ﬁ)SN (3.6)

)

Aus (3.6) folgt:

(5)on=(5)on (5)o0 2 (57) = (%)
Ip S,.N Ip S.N Ip S.N g op? S,N_ g dp S,N‘

Bedeutung von H: Wirmefunktion, sie gibt in geschlossenen Systemen (dN = 0) die
bei konstantem Druck (dp = 0) zugefiihrte Wérme an,

dH =TdS + Vdp + pdN =TdS = 6Q .

Sie kann kalorimetrisch iiber die Molwirmen bestimmt werden. Isenthalpe Prozesse:
dH = 0, Beispiel Joule-Thomson-Versuch, siche Kapitel 3.4.

3. Freie Enthalpie G(T,p, N): Gibbssches Potenzial

G(T,p,N) =U- (g_g)S,NV - (g_g)V,NS

3.7
—U+4pV —-TS=H-TS=F4+pV (37)

Gibbssche Fundamentalgleichung;:

dG = dF + pdV + Vdp = —SdT + Vdp + pdN
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ic - (%€ dT L (2¢ dp + 9GN N
oT ap )y ON ) 1,

oG oG oG
()0 ), - (),
or), o )rnN ON )1,

Eine wichtige Maxwell-Relation lautet:

(3),-(@),

Die kalorische Zustandsgleichung ergibt sich zu:

U(T.p.N) = G(Tp.N) = (%) =T (5),x (38)

Gibbssche Differenzialgleichung: G = H —T'S,

G(T,p,N) = H(TapaN) +T(_¥)

(3.9)

N

Aus (3.9) folgt:

<3H> <8G> <8G> (326’) <8S>

— == — | = T\ 575 =T —

or p,N or p,N or p,N or N or »,N
Bedeutung von G: Fiir praktische Anwendungen besonders gut geeignet, da die un-
abhéngigen Variablen Druck p und Temperatur T experimentell leicht zugénglich sind

und fiir alle Bereiche eines thermodynamischen Systems im Gleichgewichtszustand iiber-
einstimmen.

Die Helmholtzsche (3.4) und Gibbssche Differenzialgleichung (3.9) erlauben es, bei Kenntnis
von U(T,V,N) und H(T,p, N) — in dieser Form sind das keine thermodynamischen Potenzia-
le! — die freie Energie F(T,V, N) und die freie Enthalpie G(T,p, N) zu bestimmen, allerdings
nur bis auf willkiirliche Funktionen von (V, N) bzw. (p, N). Dazu formen wir (3.4) und (3.9)

um:
Uv_F _1(0FN  _ 0 (F
T2 T T\IT)yy  OT\T)yy’
A _G 100Gy 9 (G
T 1?2 T\IT ),y OT\T),n

Man findet nach Integration:

F(T,V,N) _ U(T,V,N)
#——/TidT F(V,N),
GTP’ /HTP’ dT + g(p,N) .

Damit ist gezeigt, dass eine wvollstindige Information iiber die thermodynamischen Eigen-
schaften eines Systems nur aus dem thermodynamischen Potenzial bzgl. seines vollstandigen
Satzes an Zustandsvariablen erhalten werden kann, d.h. U(S,V,N) und H(S,p, N) hitten
bekannt sein miissen.



3.2. KONSTRUKTION THERMODYNAMISCHER POTENZIALE 39

3.2.2 Konstruktion thermodynamischer Potenziale aus S(U,V, N)

Ein weiterer Satz thermodynamischer Potenziale ergibt sich durch analoges Vorgehen aus
S(U,V,N). Mit Hilfe der Gibbsschen Fundamentalgleichung (2.40) dS = +dU + 2dV — LdN
und dem vollstdndigen Differenzial der Entropie kann man durch Legendre-Transformation
von den unabhéngigen Variablen (U,V,N) zu den Variablen (%, L, £) tibergehen und neue

thermodynamische Potenziale einfiihren, die sogenannten Planck-Massieuschen Funktionen:

1. Massieu-Funktion (1865): ®(=,V, N)

®(1,V,N) =5 () yU=5-F. (3.10)
Man findet ® = —F /T mit dem vollstéindigen Differenzial:
_gs_ L Ly_2 y_ &
d® =dS TdU Ud<T>_TdV Ud(T) TdN.
2. Die Funktion W(U, %, N):
V(U N)=S—(8),yV=5-%V, (3.11)
—ds— Pav — PY_ Loy Py _ K
av = ds - Zav -va (%) = ~av - va(£) - Lan
3. Planck-Funktion: Y (%, 2, N):
Y(%7%’N)ES_(2_S)V,NU_(%)U,NVZS_%_%V' (3.12)

Man findet Y = —G/T mit dem vollstdndigen Differenzial:
QY = dS — 2au —vd (= —BdV—Vd(3> = _ya(l —Vd(g) — BN
T T T T/ T T '

3.2.3 Die thermodynamischen Potenziale des idealen Gases

Fiir das ideale Gas kennen wir mit C,, = const. und dem Adiabatenexponenten v = C,/C,
die Relation C}, — C, = nR sowie die thermische und kalorische Zustandsgleichung:

pV =nRT U:CU(T—TQ)—FU(] R H:Cp(T—T0)+H0 (313)
Die Gibbssche Fundamentalgleichung (2.40) dS = £dU + 2dV — £dN lautet dann:

C, nR
dS = —dT + —dV . 3.14
7T+ (3.14)

Integration in der (7', V')-Ebene und Umformung auf die Variablen (7', p) liefert:
T v T
S(T,V) =Cyln — +nRIn— + Sy, S(T,p) = Cpln— +nRIn 22 + 8 . (3.15)
T Vo T p

Umstellung nach der Temperatur ergibt 7'=T'(S,V) und T' = T'(S, p):

v

-1
(VT (S5 (PN (55
T ="1T <V> exp ( c , T =T . exp c, . (3.16)
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Einsetzen in die kalorische Zustandsgleichung liefert die innere Energie U(S, V) und nach
Inversion die Entropie S(U,V'). Die anderen thermodynamischen Potenziale folgen durch
Einsetzen in die entsprechenden thermodynamischen Relationen (UA):

7—1 _
Us,v) = CUTO{<%> exp<5050>—1}+U0,

S(U, V) = Cyln U—|—annK—|—SO,

Uo Vo
T /8-S
H(S,p) = CpT0{<£> v exp( 0>—1}+H0, (317)
Po Cp
\%
F(T,V) = CU(T—TQ)—FUQ— {C In — —|—’I’LR1D7+S()},
0

G(T,p) = Cp(T—To)—l-Ho—T{C lnTzo—l—ann;—i—So}.

3.2.4 Die thermodynamischen Potenziale I, J K, L

Betrachten wir nun wieder Mehrkomponentensysteme. Man kann analog zum Vorgehen in
den Kapiteln 3.2.1 und 3.2.2 durch Legendre-Transformation von den Teilchenzahlen {N} =
Ni,Na,...Ng zu den chemischen Potenzialen {u} = p1,u2,. .. px iibergehen. Dadurch er-
halten wir aus den thermodynamischen Potenzialen U, H, F, G vier weitere Potenziale und
mit der Gibbs-Duhem-Beziehung (2.60) die Relationen:

K K
ou
SV = UEVAND =Y (5] MmUY = STV
k=1 k/ SV.N; k=1

K(S’p’ {M}) = H(S’p’ {N}) - Z

J(T,V,{u})
T,V,N; P

K
L(T,p.{n}) = G(T,p,{N}) Z(aNk Nk:G—ZMkaZO. (3.18)
k=1 T,p,N; k=1

Die entsprechenden totalen Differenziale lauten mit Hilfe der Gibbsschen Fundamentalglei-

K
chung (2.57) TdS = dU + pdV — > prdNy:
k=1

I

3

=

——

=

=

ol
NG
o ©la
3 23
\_/ ~~_ N————

=

I

'11

=

=

z

I

|

<

K
dI = TdS—pdV = Nduy
k=1
K
dK = TdS+Vdp— Y Neduy
k=1
K
dJ = —SdT —pdV =) Nedp
k=1
K
dL = —SdT+Vdp— Npdpu=0. (3.19)

k=1



3.2. KONSTRUKTION THERMODYNAMISCHER POTENZIALE 41

Das Potenzial L und dessen Differenzial verschwinden entsprechend (2.60) und (2.64). Man
findet z.B. fiir das Potenzial J(T,V, u) die Relationen

5= (g—ﬁ —p= (g—;ﬁ) N = (5—‘]) , (3.20)
V?{M} T7{M} Pk T,V,pj

und aus der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen die Maxwell-Beziehungen

@)™ @) @)= (7 ), (@) = ()
oV T{u} or V{n} ’ a,Uk; T,V or Vg , a,Uk; T,V ov T, ‘

(3.21)
Das Potenzial J(T',V,{u}) spielt in der Statistischen Physik eine grofie Rolle, siehe Kapitel 6.5
und die Vorlesung Theoretische Physik VI: Statistische Physik. Es ist fiir offene Systeme rele-
vant, die mit einem Wérmebad (dadurch wird 7" festgelegt) und mit einem Teilchenreservoir
fiir jede einzelne Komponente k = 1... K (damit werden die py, festgelegt) in Kontakt stehen.
Man nennt es auch grofies thermodynamisches Potenzial oder Potenzial der grofSkanonischen
Gesamtheit.

Die folgenden Tabellen 3.1 und 3.2 geben einen Uberblick iiber die thermodynamischen Poten-
ziale und die entsprechenden Maxwell-Relationen, die sich aus den Integrabilitdtsbedingungen

ergeben:
%A B %A
oxdy ),  \oyox )

Tabelle 3.1: Ubersicht iiber thermodynamische Potenziale (Einkomponentensysteme).

unabh. | thermodynamisches Gibbs-Duhem-— Gibbssche

Variab. | Potenzial Relation Fundamentalgleichung

S,V,N | U U=TS—pV+uN | dU =TdS — pdV + udN
S,p,N | H=U+pV H=TS+ uN dH =TdS + Vdp + pdN
T,VN | F=U-TS F=—pV +uN dF = —SdT — pdV + udN
T,p,N |G=U-TS+pV G =uN dG = =SdT + Vdp + pdN
UV,N | S S=YyoV¥ N g5 =Lau + Lav — £dN
LVN|e=5-Y ¢ =12l 1l d® = —Ud(#) + 2dV — £dN
UL N | ¥=5-2r v=0_ &l d¥ = LdU - Vd(L) — 4dN
RN | Y =5-5 -t Y =iy dY = —Ud(3) = Vd(}) — #dN
S,V | I=U—uN I1=T8§5—-pV dl =TdS —pdV — Ndu
TViu | J=U-T§—uN J=—-pV dJ = —=8dT — pdV — Ndu

S, p, 1 K=U+pV —uN K=T8 dK =TdS + Vdp— Ndu
T,pu | L=U-TS+pV—uN | L=0 dL = —SdT +Vdp — Ndu =10
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Tabelle 3.2: Ubersicht iiber Maxwell-Relationen (Einkomponentensysteme).

dU = TdS — pdV + udN | dH = TdS + Vdp + udN

Gsv==(8),n | (%)sn=06pn

()= () | = (8)
N ) 5y WV )sn N/ Sp %) g N
(oL _ 8_u> (8L, = <8_u>
ON/S\V 95 )y N ON/S,p 95 ), N

3.3 Gleichgewichts- und Stabilititsbedingungen

3.3.1 Allgemeine Prinzipien

Aussagen iiber den thermodynamischen Gleichgewichtszustand eines Systems folgen aus dem
2. HS mit Hilfe der Entropie. Solange noch irreversible Prozesse ablaufen, wichst die Entropie
an: d;S > 0. Hat sich der Gleichgewichtszustand eingestellt, gilt d;S = 0 und die Entropie
erreicht ihren grofiten Wert: S = Spax.

Damit ist zur Bestimmung des Gleichgewichtszustands eines abgeschlossenen Systems eine
Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen zu 16sen: Die Entropie S wird maximal bei festem
Volumen V, innerer Energie U und Masse m (Teilchenzahlen koénnen sich durch chemische
Reaktionen dndern). Man benutzt die Methode der virtuellen Verriickungen, indem man vir-
tuelle, infinitesimal kleine Zustandsdnderungen mit §V = 0, U = 0 und dm = 0 betrachtet,
die die Entropie unveréndert lassen. Die Gleichgewichtsbedingung lautet:

(08) v =0 (3.22)

Neben der durch (3.22) garantierten Existenz eines Extremwerts fiir die Entropie muss noch
das Maximum gefordert werden. Die Stabilititsbedingung lautet deshalb

(629) <0 (3.23)

U,V,m

und besagt, dass der Gleichgewichtszustand stabil oder mindestens metastabil gegen Zu-
standsédnderungen ist. Bei metastabilen Zustdnden liegt nur ein relatives Maximum der Entro-
pie vor. Beispiele sind die iiberhitzte Fliissigkeit, die unterkiihlte Fliissigkeit und der Glaszu-
stand.

Gleichgewichts- und Stabilitétsbedingungen lassen sich auch mit den anderen thermodyna-



3.3. GLEICHGEWICHTS- UND STABILITATSBEDINGUNGEN 43

mischen Potenzialen fiir nicht abgeschlossene Systeme aufstellen. Mit dem 1. und 2. HS

dU =6Q —pdV dSZ%,

sowie den Definitionen aus Kapitel (3.2.1)
H=U+pV ,F=U-TS,G=H-TS=U+pV -TS,
findet man die Relationen:

8Q = dU + pdV
5Q = dH — Vdp

6Q = dF + TdS + SdT + pdV
6Q = dG + TdS + SdT — Vdp

—  dU <TdS — pdV

— dH <TdS+Vdp

— dF < -8dT — pdV

— dG < =5dT + Vdp

Es gibt offenbar keine universellen Gleichgewichts- und Stabilitdtsbedingungen. Fiir die durch
die experimentellen Gegebenheiten festgelegten Nebenbedingungen muss man das entspre-
chende thermodynamische Potenzial betrachten und desses Extremwert bestimmen. Man

findet:

(5U)Svm:0 (52U)svm>0
(0H)gpm=0  (6°H)g >0
(OF) g =0 () >0 (324
OG) 1 pm =0 (6°G)p,,, >0

Analoge Bedingungen lassen sich fiir die Planck-Massieuschen Potenziale ®, ¥, Y und die
Potenziale I, J, K aufstellen.

3.3.2 Temperaturausgleich

Gehemmtes Gleichgewicht: Durch die wérmeisolierende
Uz U2 Wand wird Temperaturausgleich verhindert.
\21 Vo Gesamtsystem: U = Uy + Uy, V = V) + Vo, N = N1 + No
Nl N 5 Waérmeisolierung: Uy # Us — 11 # 15
Thermodynamisches Potenzial: S(U,V, N)

Das gehemmte Gleichgewicht ist durch die Entropie
S = S1(U1, Vi, N1) + S3(Us, Va, Na)

gekennzeichnet. Beseitigt man die Hemmung, d.h. stellt man thermischen Kontakt her, wird
zwischen den Untersystemen 1 und 2 Warme 6@ ausgetauscht, bis der Gleichgewichtszustand
erreicht ist. Die Wand sei nicht verriickbar und lasse keine Teilchen durch, d.h. §V; = 0 und
0N; = 0. Die Gleichgewichtsbedingung lautet:

S(U,V,N) = Max. , (68)yyny=0.

Durch den Warmeaustausch dndern sich die inneren Energien, so dass nach U; = U — Us mit
06Uy = —6U; variiert werden muss:

051 852) < 1 1 >
oS = | — oU1 + Ug=|—=———]0U;=0.
( )U’V’N <8U1>U,VN ' <3U2 UV,N ? T '
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Die Gleichgewichtsbedingung lautet:

N=T=T. | (3.25)

Fiir die Auswertung der Stabilitdtsbedingung (525) UV.N < 0 betrachten wir zwei gleich
grofle Teilsysteme. Da die innere Energie insgesamt konstant bleiben soll, erhéhen wir sie in 1
virtuell um §U und erniedrigen sie in 2 um den gleichen Betrag. Die Anderung der Entropie
ist bis zur 2. Ordnung in §U:

1 1
AS = ?%U+5Uy+5ﬂU—6Uy—ﬂU)
1 08 1028 5] 1 a8 1028 5
= §Fu0+&ﬁU+§ﬁﬁwﬂ}+§F@U—&ﬁU+§&ﬁmm - S(U)
10%8 9 o

Die Stabilitdtsbedingung (625)UVN < 0ergibt mit 1/7" = (0S/0U)y,n und C,, = (OU /0T )y.n
die Forderung o

%S o (1 1 [oT 1
o),y oo \7) [~ T\ ), 1, ="
V,N V,N V,N v

Der Gleichgewichtszustand ist dann stabil, wenn bei positiver Temperatur T' die Wirmeka-
pazitéat C, positiv ist, d.h. die innere Energie mit der Temperatur anwéchst:

320

Die analoge Bedingung C,, > 0 ldsst sich aus (52H ) > 0 herleiten.

S,p,N

3.3.3 Druckausgleich

Arretieruni
Gehemmtes Gleichgewicht: Durch die arretierte Wand wird
der Druckausgleich verhindert.
P1 P2 Gesamtsystem: U = Uy + U,V =V, + Vo, N = Ny + No
Vi V2 Arretierung: p; # po
N4 N, Thermodynamisches Potenzial: S(U,V, N)

Das gehemmte Gleichgewicht ist durch die Entropie
S = 81(U1, Vi, N1) + S2(Uz, Vo, Na)

gekennzeichnet. Beseitigt man die Hemmung und macht den Kolben frei beweglich, werden
sich die Teilvolumina #ndern, bis der Gleichgewichtszustand erreicht ist. Die Wand lasse keine
Teilchen durch (0N; = 0) und Temperaturausgleich habe bereits stattgefunden (77 = Ty =
T). Die Gleichgewichtsbedingung lautet:

S(U,V,N) = Max. , (68)yyn=0.

Durch den beweglichen Kolben &ndern sich die Teilvolumina, so dass Arbeit verrichtet wird
und nach Vi =V — V5 mit §V; = —§V5 varilert werden muss:
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551) <552> (pl > — D2
08 === ovy + % — — =]V VL =0.
(0S)v,n ( Vi )pn T oW ) T\ )N 1

Die Gleichgewichtsbedingung lautet:

| pi=p=p. | (3.27)

Fiir die Auswertung der Stabilitdtsbedingung betrachten wir wieder zwei gleich grofie Teil-
systeme. Das Volumen bleibt insgesamt konstant. Erhéhen wir es in 1 virtuell um 6V und
erniedrigen es in 2 um den gleichen Betrag, ergibt sich fiir die Anderung der Entropie bis zur
2. Ordnung in 0V

1 1
AS = SS(V+6V)+ 55V —sV) - 5(V)

1 oS 19%8 1 oS 10%8 5
1628 )
= 28V2(<SV) =55 .

Die Stabilitédtsbedingung (425) < 0 ergibt mit p/T = (05/0V )y,n die Forderung:

UV,N —

(52, = {av (D)}, =7 (5%),, =0

Der Gleichgewichtszustand ist dann stabil, wenn sich bei Volumenabnahme der Druck im
System erhoht (U = const. — T = const.):

le]
(%)TW <0. (3.28)

3.3.4 Chemisches Potenzial und Phasengleichgewicht

D ‘ Zwei Phasen (z.B. Fliissigkeit 1 und ihr Dampf 2) sind im
amp Gleichgewicht: Welche Molzahlen stellen sich bei gegebe-
p T N, ner Temperatur und Druck ein?
Gesamtsystem: 77 =T5 =T, p1 = pa = p, N1 # No
Flussigkeit Thermodynamisches Potenzial: freie Enthalpie
P T Nl G(TJLN) :Gl(T7p7N1)+G2(T7p7N2)

Zwischen beiden Phasen werden Teilchen ausgetauscht, bis der Gleichgewichtszustand erreicht
ist: §N; = —dN5. Die Gleichgewichtsbedingung lautet

G(T,p,N) = Min. , (6G)p, =0,

p7

und ergibt bei Variation nach den Teilchenzahlen:

0G4 0Go
= — N1+ Ny = — N1 =0.
(0G) 7, N (8]\/1) N5 1 <8N2>T7p7]\f5 9= (1 — p2)dN; =0
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Die Gleichgewichtsbedingung lautet:

| 1= o = [t . | (3.29)

Fiir die Auswertung der Stabilitétsbedingung betrachten wir wieder zwei gleich grofie Teilsy-
steme. Die Teilchenzahl bleibt insgesamt konstant. Erhohen wir sie in 1 virtuell um dN und
erniedrigen sie in 2 um den gleichen Betrag, ergibt sich fiir die Anderung der freien Enthalpie
bis zur 2. Ordnung in JN:

1 1
AG = §G(N +6N) + §G(N —6N) — G(N)
1 oG 10°G 5] 1 oG 10°G 5
= 3 G(N) + NN+ §W(5N) } +3 {G(N) — 550N + §W(5N) — G(N)
1 0°G 9 o

Die Stabilitdtsbedingung (52G)Tp ~ = 0 ergibt mit u = (0G/ON)r, die Forderung

0%a 0
(59), - (), 0
ON Tp ON Tp
Der Gleichgewichtszustand ist dann stabil, wenn sich das chemische Potenzial mit der Teil-
chenzahl erhoht:

e}
(8—;;)” >0. (3.30)

Tabelle 3.3: Ubersicht iiber die Gleichgewichts- und Stabilititsbedingungen: U, H, F,G —
Min., S,®,¥, Y — Max., und I, J, K — Min.

natiirliche Gibbssche
Kontakt mit Zustandsvariablen Fundamentalgleichung
Umgebung thermodynamisches | Extremal-

Potential eigenschaft
abgeschlossenes System
5Q=0,0A=0]|UV,N dS = £dU + 2dV — LdN

dN =0 S S — Max.
adiabatisch isoliertes System
5Q=0,6A+#0| Hp N dS = +dH — ¥Ydp — £dN
dN =0 S S — Max.
geschlossenes System
0Q #£0,0A#0 | T,p,N dG = —=SdT + Vdp + udN
dN =0 G G — Min.
offenes System
0Q #£0,0A#0|T,V,N dJ = —=S8dT — pdV — Ndu
dN #0 J J — Min.

Werden die Stabilitdtsbedingungen (3.26), (3.28) und (3.30) verletzt, kénnen interessante
physikalische Vorgénge wie Phaseniibergédnge und Entmischungen im System ablaufen, sieche
Kapitel 4. Eine Ubersicht iiber die Stabilitiitsbedingungen ist in Tab. 3.3 gegeben.
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3.4 Der Joule-Thomson-Effekt

Zur Abkiihlung eines Systems, um moglichst tiefe Temperaturen zu erreichen, sind verschie-
dene Methoden anwendbar:

adiabatische Expansion entsprechend (2.20): TV7~! = const.,

Carnot-Maschine als Wéarmepumpe oder Kiihlschrank, siche Kapitel 2.4.1,

adiabatische Entmagnetisierung, siche Kapitel 2.8.3,

gedrosselte Entspannung eines Gases durch eine porése Wand in einem adiabatisch
isolierten Zylinder.

Al B1A2 B2
P P,
— \/ v, —
Kolben 1 1 Kolben 2
T T

porose Wand

Abbildung 3.1: Prinzipschema des Joule-Thomson-Versuchs.

Dieses Phédnomen wurde von J.P. Joule und W. Thomson 1852 erstmals beschrieben. Seine
grofitechnische Anwendung findet es im Linde-Verfahren zur Gasverfliissigung. Luft wird da-
bei von etwa 200 bar auf 20 bar entspannt, wodurch es sich um 45 K abkiihlt. Nutzt man nun
Wairmeiibertragung zwischen abgekiihlter und vorkomprimierter Luft in einem Gegenstrom-
prinzip, kann in mehreren Zyklen die Luft soweit abgekiihlt werden, dass eine Verfliissigung
des Gases statfindet.

Das Prinzip des Joule-Thomson-Versuchs ist in Abb. 3.1 abgebildet. Der Kolben 1 wird von
Position A1 nach B1 hinein gedriickt. Gleichzeitig wird der Kolben 2 von Position A2 nach
B2 heraus gezogen. Dabei seien die Driicke pi,ps konstant und es gelte p; > po. Durch
die adiabatische Isolierung des Zylinders wird wihrend des Prozesses keine Wéarme zu- oder
abgefiihrt: Q) = 0. Damit gilt laut 1. HS: dU = —pdV . Integration iiber den gesamten Prozess
ergibt:

B B 0 1%
/ dU:UB—UA:UQ—UIZ_/ PdVZ—/ pldV—/ p2dV = p1Vi —paVa .
A A Vi 0

Fiir die Enthalpie H = U + pV erhélt man:
Hy =Us+pVo=Ui +pV1 = Hy .

Der Joule-Thomson-Versuch ist also ein isenthalper Prozess mit

OH oH
H = — Ee— = .
d < )pdl + < > dp=0

Fiir die gesuchte Temperaturinderung mit dem Druck ergibt sich aus dem totalen Differenzial
dH =TdS + Vdp bei N = const. und einer Maxwell-Relation laut Tab. 3.2

OH K] oV
) =T () 4V=-T(%) +V
(@), =7 (&), v =),
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sowie C), = (g—fj{)p = (g—g)p der Ausdruck

oH oV
<8T> _B), T, (3:31)
il == = ) .
o)u  (5r), Co
Verwendet man die Definition des isobaren Ausdehnungskoeffizienten o = % (a—g)p, so lautet
das Ergebnis fiir den Joule-Thomson-Koeffizienten §:
5= <g—£>H =& (Ta—1) . (3.32)

Er ist fiir das ideale Gas pV = nRT mit a = 1/T identisch gleich Null: §'* = 0. Damit kann
0 als Maf} fiir die Anndherung eines realen Gases an das Modell des idealen Gases verwen-
det werden. Weiterhin ergibt sich fiir reale Gase ein positiver (Abkiihlung) oder negativer
(Erwérmung) Effekt entsprechend des Vorzeichens von T'a — 1. Die Grenzkurve piny (1) zwi-
schen beiden Bereichen wird Inversionskurve genannt und aus der Gleichung Tawe — 1 = 0
bestimmt. Fiir reale Gase verwenden wir hier die Zustandsgleichung von van der Waals (1.5)
in molaren Gréflen,

p(T,v) =

RT a v—> a
v—b 2 T(v) = R (p—i_ﬁ)’

und erhalten fiir Bedingungen auf der Inversionskurve T (g—%)p — v = 0 die Beziehung

2 [v—b\?
— —-b=0.
RT( v )

Umformung nach piy, (7)) liefert das Ergebnis (UA):
2RT a 3RT «a
pinv(T) = 24/ R 9 R (3.33)

Abbildung 3.2: Die Inversionskurve pin(T")
trennt die Bereiche mit Erwirmung und
Abkiihlung beim Joule-Thomson-Versuch
voneinander. In der Tabelle sind die Inver-
a sionstemperaturen einiger Gase angegeben.

Erwarmung

Element/Verbindg. | T; in K
3 aHe 40
Abkiihlung Hy 202
3 N, 621
1 . Luft 659
2a 8a T - 28 Ar 723
9bR  9bR i bR Oq 764

Der Verlauf der Inversionskurve ist in Abb. 3.2 dargestellt. Sie ist allein durch die Material-
parameter a und b bestimmt, die einfache Realgaskorrekturen zur idealen Zustandsgleichung
angeben: das Eigenvolumen der Molekiile (b) und die Anzichung zwischen ihnen (a). Man
erhélt fiir gegebenen Druck zwei Inversionstemperaturen. Oberhalb von T; = I?T%z ist prinzipiell
keine Abkiihlung moglich.
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Eine einfache mikroskopische Erklarung des Effekts besteht darin, dass sich bei der Entspan-
nung des Gases der mittlere Molekiilabstand vergréflert und damit gegen die intermolekularen
Anziehungskrifte innere Arbeit geleistet werden muss. Das geht nur auf Kosten der kineti-
schen Energie, so dass die Temperatur im System abnimmt.

3.5 Kontrollfragen und Ubungsaufgaben zu Kapitel 3

1.

2.

Was ist ein thermodynamisches Potenzial? Was sind die natiirlichen Variablen?

Erlautern Sie die thermodynamischen Potenziale S und U! Welche anderen thermody-
namischen Potenziale lassen sich aus ihnen ableiten?

. Erldutern Sie die Bedeutung der thermodynamischen Potenziale F';, H, G und J!
. Leiten Sie die Planck-Massieuschen Funktionen ¢, ¥ und Y ab!
. Wie lauten die Ausdriicke fiir die thermodynamischen Potenziale des idealen Gases?

. Erkldren Sie den Begriff Mazwell-Relation und geben Sie Beispiele an!

Was verstehen Sie unter Gleichgewichts- und Stabilitétsbedingungen? Geben Sie die
Ergebnisse fiir Temperatur- und Druckausgleich an!

. Wie lauten diese Bedingungen fiir Phasengleichgewichte?

. Erlautern Sie den Joule-Thomson-Versuch! Was gibt die Inversionskurve an? Berechnen

Sie den Verlauf der Inversionskurve fiir das van-der-Waals-Modell!
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Kapitel 4

Phaseniiberginge und kritische
Phinomene

4.1 Phasendiagramm fiir Einkomponentensysteme

Eine Phase ist ein in physikalischer und chemischer Hinsicht homogener Bereich eines thermo-
dynamischen Systems. Man unterscheidet z.B. die feste, fliissige und gasférmige Phase, die in
Abhéangigkeit von Druck, Temperatur und Volumen in einem Phasendiagramm fiir Einkompo-
nentensysteme dargestellt werden, siche Abb. 4.1. Ein Uberblick iiber die Phasendiagramme
der Elemente des Periodensystems wird im Buch von D.A. Young [13] gegeben. Ausfiihrliche-
re Darstellungen zum Thema Phaseniiberginge finden sich in vielen anderen Lehrbiichern,
siche z.B. [14, 15, 16]. Phaseniibergéinge treten auf, wenn die Stabilitdtsbedingungen (3.26),
(3.28) oder (3.30) verletzt sind:

<6—U> >0 <@> <o, (a—“> >0.
T )y WV ) rx N ) 1y

Zwischen den Phasen gelten die Gleichgewichtsbedingungen (3.25), (3.27) und (3.29):
TO =7@ =7 | 0 =p@=p 0 =,0=,,

Phaseniibergénge treten in sehr verschiedenen Systemen bei Variation der entsprechenden
thermodynamischen Parameter auf. Beispiele sind neben fest-fliissig-gasférmig (Abb. 4.1):

e strukturelle Phaseniibergéinge im Festkorper (z.B. fce-hep, bee-fec),
e magnetische Phaseniibergénge (z.B. para-ferromagnetisch in Fe, Ni, Co, Gd, EuO),

e Phasenseparation in Fliissigkeiten (z.B. CCly+C7F16, H-He unter hohem Druck von
einigen Mbar),

e Metall-Tsolator-Ubergénge (wie im fliissigen Hg und in fliissigen Alkalimetallen nahe des
kritischen Punktes, im H wieder bei einigen Mbar, in SiP als Funktion der Dotierung),

e Suprafluiditit (im fliisssigen He bei tiefen Temperaturen),

e Supraleitung bei tiefen Temperaturen (z.B. in Al oder NbgSn, aber auch in komplizier-
ten Systemen wie dem Hochtemperatur-Supraleiter Tlg sHgg 55r2Caq—, Y, CuaO7_5 mit
T. =92 K),

e Bose-Einstein-Kondensation (in fliissigem Helium oder in ultrakalten Atomgasen).

51
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T

TL

Abbildung 4.1: Zustandsfliche p(T,V') eines Einkomponentensystems. TL: Tripellinie; CP:
kritischer Punkt; gestrichelt: kritische Isotherme; schraffierte Bereiche: Koexistenzgebiete zwi-
schen zwei Phasen.

Diese grofle Diversitdt kann in ein Schema eingeteilt werden, indem man nach gemeinsamen
thermodynamischen Merkmalen beim Phaseniibergang sucht. Dazu betrachten wir parallel
die Projektion des Phasendiagramms von Fliissigkeiten aus Abb. 4.1 in die p-T-Ebene und
das Phasendiagramm eines Ferromagneten, siehe [15]. Wir starten von der Gibbsschen Fun-
damentalgleichung dU = T'dS + 6 A und spezifizieren das Arbeitsdifferenzial als Volumenar-
beit (Fliissigkeiten) A = —pdV bzw. Magnetisierung im #ufleren Magnetfeld (Ferromagnet)
0A =—MdH:

dU =TdS —pdV |, dU =1TdS — MdH . (4.1)
Das Phasendiagramm beider Systeme scheint zunéchst sehr verschieden zu sein. Wahrend
bei Fliissigkeiten zwischen den Phasen fest, fliissig und gasférmig ein Dichtesprung und ei-

ne latente Wérme auftritt, ist fiir Ferromagneten eine spontane Magnetisierung auch ohne
dufleres Feld unterhalb einer kritischen Temperatur 7, charakteristisch.

p

CP

\/

T

Abbildung 4.2: Phasendiagramm von
Fliissigkeiten als p-T-Diagramm mit Koexi-
stenzlinien (Sublimations-, Dampfdruck-,
Schmelzdruckkurve), Tripelpunkt (TP)
und kritischem Punkt (CP).

Abbildung 4.3: Phasendiagramm eines Fer-
romagneten. Die Linie fiir den Phasentiber-
gang 1. Ordnung bei verschwindendem Feld
H endet in einem kritischen Punkt bei T.
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Wir wollen nun eine einheitliche Klassifizierung von Phaseniibergéngen einfiihren. Dazu defi-
nieren wir nach L.D. Landau (1908-1968) [17] einen Ordnungsparameter, der den Unterschied
zwischen beiden Phasen quantifiziert und am kritischen Punkt verschwindet. Fiir Fliissigkei-
ten ist das der Dichteunterschied zwischen Fliissigkeit und Dampf do = 05 — 044s und fiir
Ferromagenten die spontane Magnetisierung M. In den Abbildungen 4.2 — 4.7 sind parallel
das Phasendiagramm, der Ordnungsparameter und die Materialeigenschaften als 1. Ablei-
tungen der thermodynamischen Gréflen dargestellt. Es ergeben sich zunéchst viele Fragen,
zum Beispiel: Ist eine einheitliche Theorie fiir diese diversen Systeme iiberhaupt moglich?
Welche Bedeutung haben die Ordnungsparameter? Was ist die Ursache fiir die Divergenz der
Materialeigenschaften am kritischen Punkt? Ist dieses Verhalten universell?

p M

\

order| parameter

order| parameter T

vapor

T

Tc

Abbildung 4.5: Ordnungsparameter Ma-
Abbildung 4.4: Ordnungsparameter do = gnetisierung M fiir Ferromagneten. Unter-
Oliq — 0gas flr Fliissigkeiten. Unterhalb von halb von T, tritt spontane Magnetisierung
T, tritt ein Dichtesprung auf. auf.
4 Cllg b X
H=0

-TIT 1.0 e
Abbildung 4.6: Spezifische Wirme einer Abbildung 4.7: Magnetische Suszeptibilitét
Fliissigkeit (Ar) als Funktion von T entlang von Ferromagneten als Funktion der 7T fiir
der kritischen Isochore ¢ = g.. Bei T' = T, verschiedene Magnetfelder. Fiir H = 0 er-
ergibt sich eine Divergenz. gibt sich eine Divergenz bei T' = T..

P. Ehrenfest (1880-1933) hat eine Klassifizierung von Phaseniibergéingen iiber die Stetigkeit
der thermodynamischen Potenziale vorgeschlagen, die wir fiir Phaseniibergénge 1. Ordnung
iibernehmen:
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Ein Phaseniibergang 1. Ordnung ist dadurch gekennzeichnet, dass die thermodynamischen
Funktionen am Umwandlungspunkt stetig sind, wihrend die 1. Ableitung unstetig ist und
Spriinge zeigt.

Damit sind die beiden oben dargestellten Beispiele Phaseniibergéinge 1. Ordnung [18]. Pha-
seniinbergénge 2. Ordnung (d.h. Spriinge erst in den 2. Ableitungen) sind eher selten; anstel-
le von Spriingen werden hiufig Divergenzen beobachtet. Die Aufteilung in Phaseniibergéinge
hoherer Ordnung wird auch zunehmend sinnlos, da mit wachsender Ordnung die Unterschiede
zwischen den Phasen immer mehr verschwinden und keine eindeutige Trennung mehr moglich
ist. Deshalb folgen wir der modernen Literatur und definieren nach M.E. Fisher [18]:

Bei einem Phaseniibergang hoherer Ordnung (auch kontinuierlicher Phaseniibergang) sind
die 1. Ableitungen des thermodynamischen Potenzials stetig, wihrend die 2. Ableitungen
am Umwandlungspunkt unstetig oder divergent sind.

Von besonderem Interesse ist das Skalenverhalten nahe des kritischen Punktes des Pha-
seniibergangs. Die Materialeigenschaften lassen sich bei Annéherung an den kritischen Punkt
als Potenzgesetze mit kritischen Exponenten iiber die reduzierte Temperatur t = (T'—T,) /T,
darstellen:

CUN‘t‘_a7 CHNU\*(%
Olig — vap ~| —t|°, M ~| =t |7, (4.2)

rr~[ T o~ T

Interessanterweise sind diese Exponenten fiir verschiedenste Systeme, die aber zu einer soge-
nannten Universalitidtsklasse gehoren, gleich: Fliissigkeiten und Ferromagneten werden durch
die gleichen Werte der kritischen Exponenten a = 0,10, 8 = 0,33 und v = 1,24 be-
schrieben! Es ist eine zentrale Aufgabe der Theorie der Phaseniiberginge und kritischen
Phédnomene, diese kritischen Exponenten zu berechnen. Einfache Mean-Field-Theorien (van-
der-Waals-Modell fiir Fliissigkeiten, Heisenberg-Modell fiir Ferromagneten) beschreiben den
Phaseniibergang qualitativ, liefern aber nicht die richtigen Exponenten, sondern o™/ = 0,
™ = 0,5 und v™ = 1. Fiir eine konsistente Beschreibung von Phaseniibergingen wur-
den Methoden wie die Renormierungsgruppentheorie [19] und Simulationsverfahren wie die
Monte-Carlo-Methode entwickelt, siehe [15, 16, 20, 21]. Wir verweisen hier auf die wei-
terfithrende Literatur und beschrinken uns in den néchsten Kapiteln auf die Behandlung
grundlegender thermodynamischer Zusammenhénge: die Berechnung des Anstieges der Ko-
existenzkurven und die Konstruktion des Koexistenzgebiets.

4.2 Clausius-Clapeyronsche Gleichung

Abbildung 4.8: Berechnung der Koexistenzli-
nn nie zwischen zwei Phasen, z.B. fliissig (1) —
liquid gasformig (2). Die Gleichgewichtsbedingung

(3.29) gilt fiir alle Temperaturen und legt den

A . Verlauf der Koexistenzlinie pyo(7T) fest:
: 2
R =

vapor (T, p12(T)) = pa(T, p12(T))

T, To+AT T 11 (To, p12(To)) = p2(To, p12(To)) -
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In diesem Kapitel wollen wir den Anstieg der Koexistenzlinien im Phasendiagramm von
Fliissigkeiten berechnen, siche Abb. 4.2. Dazu betrachten wir z.B. die Koexistenzkurve zwi-
schen Fliissigkeit und Dampf, siche Abb. 4.8. Eine Taylorentwicklung fiir das chemische Po-
tenzial liefert fiir eine beliebige Temperatur Ty + AT

ou 15J 151 0 0
p1(To, pi2(To))+ < 3T> AT+< 8/; >TAP12 = p2(To, p12(To))+ ( 8?) AT+< 8/;2>TAP12'

Die Ableitungen des chemischen Potenzials ergeben
(1)1 — 1)2) Aplg = (81 — 82) AT .

Mit der Ubergangswirme sy — s; = qi2 /T findet man im Limes AT — 0 die Clausius-
Clapeyronsche Gleichung fiir Phaseniibergénge 1. Ordnung;:

dpia __ Q12(T)

dT T(UQ_Ul) :

(4.3)

Sie geht auf Arbeiten von B. Clapeyron und R. Clausius zuriick. Fiir den Phaseniibergang
fliissig (1) — gasformig (2) erhélt man mit v; = vg <K V2 = Vgas, dem idealen Gasgesetz
P12Vgas = RT und gi2 = const. in einem gegebenen Temperaturintervall (Tp, T7)

dp12 _ q12 _ q12P12
dT Tgas RT2 ’

dpr2 _ Q12 dT
D12 R T2’
Inpis = _ﬁ + const.

ein Ergebnis fiir die Dampfdruckkurve p12(T):

p12(T) P12(T0) eXp ( q12) . (44)

Eine Verbesserung dieses einfachen Ergebnisses kann durch die Berticksichtigung der Tem-
peraturabhingigkeit der Ubergangswirme ¢12(7) erhalten werden, die sich z.B. iiber die
Molwérmen ¢, (1) beschreiben lésst.

4.3 Maxwell-Konstruktion fiir Phaseniiberginge 1. Ordnung

Das Modell des idealen Gases ist nur im Grenzfall kleiner Dichten und/oder hoher Tempe-
raturen anwendbar. Es versagt bei grofien Dichten und tiefen Temperaturen, da hier Kor-
relationen zwischen den Teilchen wichtig werden. Auflerdem kann dieses einfache Modell
Phénomene wie den Phaseniibergang zwischen Gas und Fliissigkeit nicht beschreiben. Dazu
miissen die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen {iber interatomare oder intermolekula-
re Potenziale beriicksichtigt werden, die mit Hilfe der Quantenmechanik berechnet werden
konnen. Daraus ergeben sich dann entsprechende Korrekturen zu den idealen Zustandsglei-
chungen, etwa im Sinne einer Virialentwicklung, siche Kapitel 4.4. Der Ubergang zwischen
fliissiger und gasférmiger Phase kann qualitativ aber bereits im Rahmen des einfachen van
der Waals-Modells (1.5) beschrieben werden (1873):

(p+5) w—b) = RT
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Abbildung 4.9: Isothermen des van der
Waals-Gases mit kritischem Punkt (CP).
Die Spinodale C-CP-D verbindet Punkte
auf der Instabilitdtskurve, fiir die gerade
(Op/OV)r = 0 gilt. Die Koexistenzkurve B-
CP-E entsteht nach Maxwell-Konstruktion
(siehe unten). Die kritische Isotherme besitzt
: einen Wendepunkt mit horizontaler Tangen-

: te. Im Instabilitdtsgebiet koexistieren fliissige

7 "‘ : und gasformige Phase nebeneinander. Fiir ei-
\ﬂjj}j/g—gmfﬁ?rmlg ne Isotherme mit T'=const. ergibt die Gleich-
Sé)inodale L Kgexistenzkurve gewichtsbedingung p; = ps = p12(T') einen

B c D E v Dichtesprung von vg auf vg,s, siche Abb. 4.4.

Die Materialparameter a und b beschreiben die Anziehung zwischen den Molekiilen sowie ihr
Eigenvolumen. Man findet im p-V-Diagramm einen Bereich, in dem (9p/0V ) < 0 verletzt
ist. In diesem Instabilitdtsbereich zerfillt die sonst homogene Phase in einen fliissigen und
einen gasféormigen Anteil. Der kritische Punkt kann aus den Bedingungen

Op 82p
o\ _ Iy _ A
(m)n 0 (aw)n 0 (45)

berechnet werden (UA). Man findet:

Uc:?)b,RTc:ﬁ%,pc:ibﬂ pc—”‘f:%. (4.6)

Man kann die van der Waalssche Zustandsgleichung auch in reduzierten Variablen angeben,
indem man mit den kritischen Werten skaliert. Dadurch werden die Materialeigenschaften eli-
miniert und alle Gase verhalten sich &hnlich; man spricht von korrespondierenden Zustinden

TV, T:
D v T
T=—,V=—,T=—.
Pe Ve T.
Durch Einsetzen findet man sofort (UA):
(r+ %) (Bv—1)=87. (4.7)

Maxwell-Konstruktion (1875): Mit Hilfe der Gibbs-Duhem-Relation (2.60) fiir das che-

mische Potenzial y = u 4 pv — T's findet man aus den Gleichgewichtsbedingungen py = o

und p; = py = p12(1):

uz —uy | p1a(7)
T + T

Wie muss der Koexistenzdruck pi2(7") gewéhlt werden? In der Regel sind As und Aw nicht

bekannt. Es gilt der 1. und 2. HS:

(UQ — 1)1) . (4.8)

§2 — 81 =

(T7v2) (T7U2)
SQ(T, 1)2) — Sl(T, 1)1) = / M = /( M . (4.9)

(Taw) T Tovr) T
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Das Integral iiber Zustandsgrofien kann fiir beliebige Wege berechnet werden, etwa entlang
des Zweiphasengebietes mit p12(7") = const.

1 T
SQ(T, 1)2) — Sl(T, 1)1) = ?[UQ(T7 Uz) — ul(T, 1)1)] + p12z(_, )(1}2 — 1)1) , (4.10)
oder entlang der (instabilen) van der Waals-Isotherme,
1 1 [(Tw)
s9(T,v9) — s1(T,v1) = T[’LLQ(T, ve) —ui(T,v1)] + T/ p(T,v)dv . (4.11)
(T7v1)

Durch Vergleich zwischen (4.10) und (4.11) findet man die Bedingung fiir den Koexistenzdruck
pi12 im Instabilitdtsbereich: Die Gerade p12(7") muss so gewéhlt werden, dass sich die Flachen
iiber und unter der van der Waals-Isotherme kompensieren. Diese Prozedur nennt man nach
J.C. Maxwell (1831-1879) auch Maxwell-Konstruktion, siche Abb. 4.10:

(T7U2)

p12(T)(ve — v1) = f p(T,v)dv . (4.12)
(T,v1)

Abbildung 4.10: Ilustration der Maxwell-
Konstruktion fiir den Phaseniibergang zwi-
schen Gas und Fliissigkeit. Der Koexistenz-
druck pi2(T") muss so gewéhlt werden, dass
sich die Flédchen iiber und unter der van der
Waals-Isothermen wegheben.

Vﬂ Vgas \

4.4 Virialentwicklung

Die Zustandsgleichung realer Gase lisst sich in Form einer Virialentwicklung darstellen:

pv B(T) (@)
— =1 4.1
RT * v + v? * (4.13)
Fiir die van der Waalssche Zustandsgleichung (1.5) erhélt man z.B.
a1 b b
—RT |1+ (b= ) =+ 5+ + .. 4.14
po=1R [+b RT) v 2T } (4.14)

Allgemeine Ausdriicke fiir die Virialkoeffizienten B(T),C(T),... sind mit Methoden der Sta-
tistischen Physik (siehe Theoretische Physik VI) herleitbar. In einfachster Ndherung, der
bindren Stofapproximation, findet man fiir sphérisch symmetrische Wechselwirkungspoten-
ziale V(1) zwischen den Teilchen fiir den 2. Virialkoeffizienten B(T") den Ausdruck:

B(T) = —277/000 drr? {exp [—%] - 1} . (4.15)
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Einfache Beispiele fiir interatomare Wechselwirkungspotenziale sind in Abb. 4.11 dargestellt:
das Lennard-Jones- (LJ: Linie), das Sutherland- (Su: gestrichelt) und das Kastenpotenzial

(Ka: Strichpunktlinie),
e - <[22

00 r<o
V - ’ : 4.16
) = { o 130 (4.10)
o ,0<r<o
Vka(r) = — ,0<r<Ro |,

0 ,r>Ro

fiir die der 2. Virialkoeffizient (4.15) analytisch angegeben werden kann. Mit den Abkiirzungen
bo = 2703 /3 und A = exp(e/kpT)—1 erhilt man fiir diese drei Modellpotenziale die folgenden
2. Virialkoeffizienten (UA):

V(r) Lennard-

Jones Abbildung 4.11: Die 2. Virialkoeffizienten fiir

die Modellpotenziale (4.16):

Ba(T) = boll — (B — 1)A]

> 1 g \F
Ro Bgu(T) = by |1 —
r su(T) = bo Z_:(Qk;—l)k:! kT ’
Kasten k=1
oo c (2k+1)/4
By(T) = —_— 4.1
w0 =Y a(ps) @
( k=0
e +3 9k —1
E/ISutherIand ak = — Ak r 4 .
—8’ """"""""""""""""""" ’ .

Das Ergebnis fiir das Lennard-Jones-Potenzial ist in Abb. 4.12 noch als Funktion der Tem-
peratur angegeben:

1 Abbildung 4.12: Der 2. Virialkoeffizient fiir das
[ Lennard-Jones-Potenzial (schematisch). Fir

0 tiefe Temperaturen befinden sich die Atome im
Mittel im Potenzialminimum und “spiiren” ei-

1 / ne Anziehung — der ideale Gasdruck wird ver-
mindert. Mit zunehmender Temperatur wird

B/bo / der abstoflende Potenzialast dominierend, so
-2 dass B(T) positive Werte annimmt und der
Druck grofler als der ideale wird. Im Grenzfall

-3 sehr hoher Temperaturen beginnen die Teil-
/ chen in das atomare Volumen einzudringen, so

4 dass B(T) und auch der Gasdruck wieder leicht
KT/ & 10 100 abnehmen. Der Nulldurchgang findet bei der

Boyle-Temperatur kgTp/c = 3,42 statt.
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4.5 Kontrollfragen und Ubungsaufgaben zu Kapitel 4

1.

Diskutieren Sie das prinzipielle Phasendiagramm von Einkomponentensystemen (Ko-
existenzkurven, spezielle Punkte, Instabilitiatsgebiete)!

. Geben Sie die Phasendiagramme fiir reale Substanzen an (z.B. He, HoO, S)!

. Klassifizieren Sie Phaseniibergéinge! Was ist der Ordnungsparameter?

Vergleichen Sie das Phasendiagramm von Fliissigkeiten mit dem von Ferromagneten!

. Leiten Sie die Clausius-Clapeyronsche Gleichung (4.3) ab!

. Erldutern Sie die Maxwell-Konstruktion fiir den Phaseniibergang Gas-Fliissigkeit! Lei-

ten Sie die Gleichung (4.12) ab! Kennzeichnen Sie die Spinodale und die Koexistenz-
kurve im p-V-Diagramm!

Erldutern Sie die Methode der Virialentwicklung! Wie lauten die Ergebnisse fiir einfache
Modellpotenziale?
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Kapitel 5

Mehrkomponentensysteme

5.1 Gibbssche Phasenregel

Waéhrend bisher das Verhalten von Einkomponentensystemen behandelt wurde, wenden wir
uns nun Mehrkomponentensystemen zu. Im thermodynamischen System sollen zunéchst kei-
ne chemischen Reaktionen stattfinden und keine dufleren Felder anliegen. Oberflichen- und
Grenzflacheneffekte seien vernachléssigbar. Gemische aus K verschiedenen Gasen oder Fliissig-
keiten sind Beispiele fiir solche homogene Mehrkomponentensysteme. Bei Anderung von Tem-
peratur 7" und Druck p durch Anderung des Volumens V oder Austausch von Wirme @Q und
Teilchenzahl Np mit der Umgebung kénnen im System Phaseniibergéinge ablaufen, so dass
ein heterogenes Mehrkomponentensystem aus P Phasen vorliegt, siehe Abb. 5.1:

Vapor Abbildung 5.1: Beispiel fiir ein heterogenes Mehrkompo-
nentensystem aus drei Phasen: Gasphase (Gasgemisch),
fliissige Phase (iibersiittigte Losung), feste Phase (aus-
gefillte Salze). In jeder Phase kénnen mehrere Kompo-
nenten auftreten.

Liquid

Die extensiven thermodynamischen Funktionen sind additiv:

P P P P
V=) V@ N=Y N Uv=>U", =35 . (5.1)
a=1 a=1 a=1

a=1

Die Gibbssche Fundamentalgleichung (2.40) gilt in jeder Phasea =1...P,inderk=1... K
Komponenten auftreten kénnen:

K
dU©) = T ag® _ p@) gy 4 3 @ gN(e) (5.2)
k=1

Die Gibbs-Duhem-Gleichung (2.60) gilt analog:

K
U = 7 g _ ey L 3 eyl (5.3)
k=1

61
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Die Gleichgewichtsbedingungen fiir das System ergeben sich aus S — Max. und lauten:

7@ = 7@ = =1P) =T,
0 p® = =pP) =y
m = = =n =
P
! = ) == =, (5.4)
He = i ==y =k

Die chemischen Potenziale ul(f) sind intensive Gréflen (u = G/N) und damit nicht von den

Teilchenzahlen N,ga) der einzelnen Komponenten £ = 1... K in der jeweiligen Phase a =
1... P abhingig, sondern nur von den Konzentrationen. Man definiert die Konzentration

xﬁa), fiir die eine Summenregel gilt, wie folgt:
N(a) K
VE @ > =1, (5.5)
[e3 —
> N; k=t
7=1

so dass das chemische Potenzial von K + 1 Variablen abhéngt:

U = T, 12
Damit haben wir zur Beschreibung des heterogenen Mehrkomponentensystems K + 1 Va-
riablen in jeder der P Phasen (K + 2 minus eine Summenregel), also P(K + 1) Variablen
insgesamt. Es stehen (K + 2) - (P — 1) Gleichgewichtsbedingungen zwischen den P Phasen
zur Verfiigung. Damit ist die Zahl der thermodynamischen Freiheitsgrade f = P(K + 1) —
(K +2)(P —1) im System iiber die Gibbssche Phasenregel festgelegt:

| f=K-P+2] (5.6)

Falls im System noch R chemische Reaktionen ablaufen, verringert sich die Zahl der Frei-
heitsgrade durch jeweils eine Nebenbedingung pro Reaktion (siche Kapitel 5.7) auf

f=K-P-R+2.

Der thermodynamische Gleichgewichtszustand ist bei gegebener Komponenten- und Phasen-
zahl durch f innere Variablen, z.B. Druck p und Temperatur 7', bestimmt.

Beispiel: Fiir ein Einkomponentensystem K = 1 ergibt sich f =3 — P. Da f > 0 sein muss,
erhélt man fiir die mogliche Phasenzahl im System P < 3, d.h. es konnen hoéchstens drei
Phasen untereinander im Gleichgewicht stehen.

e P =1: f =2 dh.die Zustidnde einphasiger Einkomponentensysteme (z.B. Gas, Fliissig-
keit, Festkorper) existieren fiir beliebige Kombinationen von zwei inneren Zustandsva-
riablen [z.B. (T,p)] und bilden eine Fliche.

e P =2 f =1, dh. die Zustidnde zweiphasiger Einkomponentensysteme (z.B. Gas-
Fliissigkeit, Fliissigkeit-Festkorper) haben nur einen Freiheitsgrad und verlaufen auf
Linien [z.B. entlang der Dampfdruckkurve oder der Schmelzdrucklinie p(7')].

e P=3: f=0, dh. der Zustand eines dreiphasigen Einkomponentensystems (z.B. Gas-
Fliissigkeit-Festkorper) hat keinen Freiheitsgrad mehr und existiert in einem festen
Punkt des Zustandsdiagramms, dem Tripelpunkt.
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e In Einkomponentensystemen gibt es keine Vierphasenpunkte (z.B. wichtig fiir Systeme
mit mehreren festen Phasen).

In Mehrkomponentensystemen mit K > 1 (binére, ternére, ... Gemische) ist das Phasendia-
gramm entsprechend komplizierter. Mit solchen Systemen beschiéftigt sich insbesondere die
Physikalische Chemie.

5.2 Ideale homogene Mischungen

Das thermodynamische System bestehe nun vereinfachend aus nur einer Phase (z.B. gasformig)
und K Komponenten (Stoffen) ohne chemische Reaktion. In idealen Gemischen wird die
Wechselwirkung zwischen den verschiedenen Komponenten vernachléssigt. Fiir die thermi-
sche Zustandsgleichung des Gemisches gilt dann die ideale Gasgleichung (1.3):

p= NkpgT/V . (5.7)

Die Gesamtteilchenzahl ist nun die Summe der Teilchenzahlen aller Komponenten im Ge-
misch:

K
N=> Ng. (5.8)
k=1

Damit ldsst sich der Partialdruck py jeder Komponente so definieren, als wére diese allein im
Volumen V' vorhanden:

Pk = NekgT/V , S p  pe=p. (5.9)

Dieser Zusammenhang ist das Daltonsche Gesetz: Die Partialdriicke pj eines Gemisches idea-
ler Gase im Volumen V sind durch das ideale Gasgesetz mit den jeweiligen Teilchenzahlen
Ni, bestimmt; der Gesamtdruck ist die Summe der Partialdriicke. In der Form

K K kT
pV =3 NikpT =p> Vi, Vi = Nk% (5.10)

k=1 k=1

nennt man es auch Amagatsches Gesetz: Das Gesamtvolumen V' des Gemisches ergibt sich
additiv aus den Teilvolumina Vj, die berechnet werden, als stiinde jede Komponente unter
dem Gesamtdruck p des Gemisches.

Mischungen, deren einzelne Komponenten vor der Mischung die Teilvolumina V}, eingenom-
men haben und deren Gesamtvolumen nach der Mischung gerade V = Zszl Vi betrigt,
nennt man ideale Mischungen. Beispiele sind verdiinnte Lésungen und Mischungen idealer
Gase.

Auch fiir die innere Energie des Gemisches (extensive Zustandsgrofe) erhilt man einen ad-
ditiven Zusammenhang iiber die kalorische Zustandsgleichung des idealen Gases (1.3):

K K

3
U= ZUk = ZNkuk , U = §/€BT . (5.11)
k=1 k=1

Ohne Wechselwirkung (ideales Gas) tragen die einzelnen Komponenten einfach additiv zur
Gesamtenergie des Gemisches bei. Damit gilt auch fiir die Enthalpie des Gemisches eine
additive Relation (vi: Volumen pro Teilchen der Komponente k):

K

K K
H=U+pV = Z(Uk +pVi) = ZNk(uk + pug) = ZNkhk , U = Vi /Ng . (5.12)
k=1 k=1 k=1
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5.3 Die Mischungsentropie

Nach der Einfithrung in ideale Gemische soll nun der aus der Erfahrung irreversible Vorgang
der Durchmischung von verschiedenen Gasen behandelt werden. Nur unter bestimmten ther-
modynamischen Bedingungen kénnen z.B. Fliissigkeitsgemische wieder entmischen. Gase wie
in Abb. 5.2 zeigen ein solches Verhalten nicht.

Abbildung 5.2: In einem Behéilter befinden
sich K Kammern mit je einem idealen Gas.

T.p| T,p Tp| T.p Die beweglichen Winde sind undurchléssig.
V] v, | Vi, | Vi Temperatur- und Druckausgleich habe stattge-
funden, d.h. T und p sind in allen Kammern
gleich. Die Teilvolumina ergeben sich aus dem

Amagatschen Gesetz (5.10): Vi, = NikgT/p.

Die Entropie des Systems vor der Mischung ist durch die Summe der Entropien der Gase
in den einzelnen Kammern gegeben. Mit dem Ausdruck (2.69) fiir die ideale Entropie pro
Teilchen sid(T',p) = kg(3InT — Inp + o’) erhélt man:

K
SV =" Nisi(T,p) - (5.13)

Nach adiabatischem Entfernen der Trennwénde diffundieren die einzelnen Gase in einem irre-
versiblen Prozess in das gesamte Volumen, bis ein homogenes Gemisch vorliegt. Die Entropie
dieses Gemisches ist durch die Summe der Entropien aller Komponenten gegeben, die nun
aber durch die jeweiligen Partialdriicke bestimmt sind:

K
SMX =" Nisi (T, i) - (5.14)

Wir benutzen wieder das Resultat (2.69) sid(T, py,) = kp(2 InT—In py+0’) und Be = N =y,
so dass man

) N
SMix — ZNkk:B < InT —Inp+o —i—ln—) ZNk < (T.p) +kpln F) (5.15)
k

erhélt. Die Differenz aus der Entropie der Mischung und der Entropie des Systems vor der
Mischung nennt man Mischungsentropie:

. K
AS = SMx — gVor — 37 Nikplnf-> 0. (5.16)

Durch das Entfernen der Winde findet ein irreversibler Prozess (Gasdurchmischung) statt
und die Entropie des Systems wichst an. Die Mischungsentropie AS ist unabhéngig von den
speziellen Eigenschaften der idealen Gase.

Gibbssches Paradoxon: Betrachtet man z.B. ein Gemisch aus zwei Gasen mit N7 = Ny =
5, dann ist die Mischungsentropie AS = Nkpln2. Werden die Eigenschaften der beiden
Gase in einem Gedankenexperiment gleich gemacht, dndert sich die Mischungsentropie nicht.
Andererseits erhalten wir fiir dieses Gas jetzt SVO' = Ns'd(T,p) und SM* = Nsi(T, p), also
AS = 0. Dieser Widerspruch ist als Gibbssches Paradoron bekannt. Er 16st sich auf, wenn
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wir die Entropie als extensive Grofle betrachten. Die Entropie zweier Systeme aus gleichen
Gasen ist additiv und es gibt keine Mischungsentropie:

V N
272

4 5) S AS=0.  (5.17)

Vor
=25 (T ~
S S( 55

> , SMix — §(T,V,N) =28 <T

Fiir die freie Energie F' und die freie Enthalpie G eines idealen Gemisches findet man nun
sofort mit (5.11) und (5.12) die folgenden Ausdriicke:

N
F(IV,N) = U-TS= ZNk<uk—T5k—kz3Tlnm>

K
= ZNk (fk(T,V)—kBTlnNﬁ> , (5.18)

K
N
G(T,p,N) = H-TS=> N <hk—Tsk—kBTlan>

s N
Z (gk T,p) — k:BTlnF> : (5.19)

k

Dabei ist sx(T,p) wieder iiber die ideale Gasgleichung (2.69) gegeben, siehe oben. Aus der
Gleichung (2.61) G(T,p,N) = S, Ny erhilt man nun sofort eine Beziehung fiir das
chemische Potenzial:

N
(T, p, Ni) = ge(T',p) — kpT'In N (5.20)

es hingt von den Teilchenzahlen nur iiber die Konzentrationen xj = Ni/N ab.

5.4 Reale homogene Mischungen

In realen homogenen Mischungen sind die Wechselwirkungen zwischen den Atomen und Mo-
lekiilen zu beriicksichtigen, so dass Abweichungen vom idealen Verhalten auftreten. Diese
sind z.B. mit Anderungen des Volumens und der inneren Energie verbunden,

K
AV = V(T,p,Ni...Ng) =Y V(T,p,Ni), (5.21)
k=1
K
AU = U(T,p,Ni...Ng)—=> U(T,p,Ny),
k=1

so dass die entsprechende Anderung der Enthalpie AH = AU + pAV = Qu als Mi-
schungswdrme Qn gemessen werden kann. Bei gegebenen Variablen (7', p, Ni) ist die freie
Enthalpie thermodynamisches Potenzial:

K

G(T,p,N1...Ng) =Y Nip(T,p, Ny ... Ng) . (5.22)
k=1

Der Ansatz von Lewis fiir das chemische Potenzial der realen Mischung folgt dem bekannten
idealen Verhalten (5.20):

pe(T,p, N1 ... Ni) = piid(T,p) + kT Inay, . (5.23)
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Dabei ist ay = xp fi, die Aktivitdt und fi(T,p,z1 ... xx) der Aktivititskoeffizient. Man fiihrt
auch den Begriff des chemischen Exzesspotenzials pj* ein, das speziell die Wechselwirkungs-
terme beschreibt:

pes = — i = kT fi .
Dadurch hat man auch die héufig niitzliche Exzessenthalpie G = Zle N definiert. Mit
fr = 1 werden ideale Mischungen beschrieben, fiir die ¥ = 0 und G** = 0 gilt.

Verdiinnte Lésungen sind ein Beispiel fiir reale homogene Mischungen. Eine verdiinnte
Losung liegt vor, wenn im Losungsmittel (Teilchenzahl Ny) verschiedene Stoffe (mit Teil-
chenzahlen Ni, k = 1...L) gelost sind und die Bedingung Ny > Z£:1 Ny, erfiillt ist. Bei
weiterem Zusatz von Losungsmittel treten keine Anderungen des Volumens und der inneren
Energie auf, d.h. bzgl. des Losungsmittels verhélt sich das System wie eine ideale Mischung,

Ho = //de(Tap) + kBTlDCC(] ) fO =1 ;

und die Exzessanteile pg* = 0 und G§* = 0 verschwinden. Die Aktivitédtskoeffizienten der
gelosten Stoffe streben fiir ;. — 0 gegen einen endlichen Wert, der von der Art des Losungs-
mittels abhéngt. Man kann deshalb die Aktivitdt in eine Potenzreihe nach den Konzentra-
tionen xj entwickeln,

ar = ootk + BroTh + - .-

Beriicksichtigt man nur den linearen Term, erhilt man fiir das chemische Potenzial der
gelosten Stoffe _
e = (T, p) + kpTnay, + kpTlnayp .

Schldgt man den Lésungsmittelterm zu den Idealanteilen,
pito(T,p) = (T, p) + kpT Ina

erhélt man eine zum Verhalten idealer Mischungen (5.20) analoge Form:

U = M};}O(T, p) +kgTInzy . (5.24)

Die Stabilitdt von Fliissigkeitsmischungen ist ein interessantes Problem. Um den Be-
reich fiir mogliche Entmischungserscheinungen zu bestimmen, miissen die thermodynami-
schen Funktionen der Mischung als Funktion der Temperatur, des Drucks und der Konzen-
tration berechnet werden.

e Gase sind immer in jedem Verhéltnis mischbar.

e Bei Fliissigkeiten kann ein stetiger Ubergang von vollsténdiger zu fehlender Mischbar-
keit auftreten.

e Entmischungserscheinungen sind stark temperaturabhéngig. Die kritische Entmischungs-
temperatur 7T} bezeichnet den Bereich, fiir den Entmischung vorkommt (oberhalb:
T > Ty, unterhalb: T' < T).

e Das Entmischungsgebiet in der T-x-Ebene nennt man auch Mischungsliicke. Beispiele
sind Methanol und n-Hexan mit einer oberen kritischen Entmischungstemperatur bei
310 K und Wasser und Triethylamin mit einer unteren kritischen Entmischungstempe-
ratur bei 292 K.

e Der Entmischungseffekt wird beim 3He-*He-Mischkryostaten zur Erzeugung tiefer Tem-
peraturen 7' < 1 K ausgenutzt [22].
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e Bei hohem Druck von einigen Mbar und Temperaturen von einigen 103 K findet auch
Entmischung in H-He-Systemen statt [23]. Solche Bedingungen sind fiir das Innere
von groflen Planeten relevant, insbesondere fiir Saturn. Infolge des Absinkens von ent-
mischtem Helium (Bildung von He-Tropfchen) im Gravitationsfeld tritt eine zusétzliche
Energiequelle auf, die das Abkiihlverhalten des Planeten stark beeinflussen kann.

5.5 Der osmotische Druck

Betrachtet wird ein System, das durch eine semipermeable Wand getrennt ist, die zwar das
Losungsmittel, aber nicht die gelosten Soffe durchlisst, siehe Abb. 5.3. Im thermodyna-
mischen Gleichgewicht stellt sich in der Loésung ein hoherer Druck als im reinen Lésungs-
mittel ein. Der Druckunterschied zwischen (1) und (2) wird osmotischer Druck genannt:

Posm = p1) — p2).
T T Abbildung 5.3: Eine semipermeable Wand
1) N(l) p(z) N(z) trennt zwei Teilsysteme, das reine Losungsmit-
Y 0 0 tel (2) und die verdiinnte Losung (1). Sie ist nur
N(%) NSZ):O fiir das Losungsmittel Ny durchlissig und ver-
hindert so den Druckausgleich.

Man berechnet den osmotischen Druck aus der Gleichgewichtsbedingung F(7,V, N) — Min.,
wobei Temperaturausgleich zwischen (1) und (2) bereits stattgefunden habe. Teilchenaus-

tausch durch die semipermeable Wand ist nur fiir das Losungsmittel méglich: 6Nél) = —5N(§2).
Die freie Energie ist also bzgl. Ny zu minimieren:

F(T,v®O v N N NDY S Min. (5.25)

F F
<—8 (1)> SNV + < 0 (2)> SN =0.
ONG" ) rvn ONy" ) rvn

Man erhélt mit p = (OF/ON)ry die Gleichgewichtsbedingung:

D = D0, 20) = ) = T, 2, 2. (520

Fiir das chemische Potenzial 19 des Losungsmittels in (1) und (2) verwenden wir das Ergebnis
fiir verdiinnte Losungen:

pH T D 4 kT izl = lH T, p@) + kpTnal? . (5.27)
Man kann mit
N
x(l) = (1) ; (OO x(()2) =1, p(2) = p(l) — Dosm ; Posm K P(l),P(Q)
No~+ Ny
eine Entwicklung an der Stelle p™") durchfiihren:
(Lid) (1 W _ @id) g
w4, pV) + kT Inzy) = pi' Y (T, pM)) — gip Posm - (5.28)
T7p:p(1)

Mit der Ableitung

Op _ L (oG _ 1, _
op)p N\dp)p N
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und der Gleichgewichtsbedingung fiir das reine Losungsmittel M(l’id) (T,p) = uéQ’id)(T, D)

erhilt man das Ergebnis:

(1) ) NV
Posm¥y’ = —kpTInzy’ =kgTln |1+ ﬁ ~ kT
0

N

. (5.29)
NV

Der osmotische Druck entspricht dem idealen Gasdruck, den Nl(l) Teilchen des gelosten Stoffs
)

im Volumen VO(1 der Losung bei gegebener Temperatur ausiiben wiirden:

PosmVy ) = NVkpT . (5.30)

Beispiele fiir osmotische Prozesse sind:

e Den hoheren Druck in der Losung nutzen Pflanzen aus, um Néhrstoffe iiber Kapillaren
von der Wurzel in den Bereich der Blétter zu pumpen (Pfeffersche Saule): posm = 0gh.

e Der osmotische Druck in Blutzellen betrigt etwa 7 kPa (70 mbar). Infusionen wer-
den deshalb mit einer vertriglichen, physiologischen Kochsalzlgsung mit o = 8,8 g/l
durchgefiihrt, die den Druck im Blut nicht absinken lésst.

5.6 Raoultsche Gesetze

Dampf Abbildung 5.4: Wir betrachten jetzt das thermodyna-

Tp mische Gleichgewicht zwischen einer verdiinnten Losung

I\i(z) und ihrem Dampf. Dabei wird angenommen, dass der

0 geloste Stoff V. 1(1) nicht fliichtig ist und Teilchenaustausch

verdiinnte Lésung nur bzgl. des Losungsmittels mit 5Nél) = —5N0(2) moglich

T NOND ist. Temperatur- und Druckausgleich habe stattgefunden,
P 0IN1 dh. T = 7@ = 7 und pV) = p®@ = p.

Wie dndert sich die Dampfdruckkurve p12(7") der verdiinnten Losung verglichen mit der des
reinen Losungsmittels pd,(7)? Dazu koénnen wir wieder von der Gleichgewichtsbedingung

ny) =y (Topraay’)) = uf? = g (Tpra, ) (5:31)

ausgehen und das Ergebnis fiir verdiinnte Losungen verwenden:

M(()l’id) (T’ p12) + ]CBTIH x(()l) = //J(()Zid) (T, p12) + ]CBTIH iE(()2) . (532)

Man kann mit

N
D= s o =1, pa =y + Ao,

eine Entwicklung an der Stelle p{, durchfiihren, wobei (Z_Z)T = v das Volumen pro Teilchen

in der jeweiligen Phase ist:

M
id N id
1S T, pY) + o Aprs — kBTﬁ = 1T, ) + v Apys (5.33)
0
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Fiir das reine Losungsmittel ist die Gleichgewichtsbedingung uél’id) (T, pYy) = M(()Q’id) (T, pY5)

erfiillt. Daraus folgen die von F.M. Raoult (1830-1901) gefundenen Gesetze, die universell fiir
alle Koexistenzkurven giiltig sind:

(1)
_ _kpT N;
Aplg = vél)fv((f) Nél) . (534)

Dampfdruckédnderung Apis = Apyap: Phase (1) sei fliissig und Phase (2) der Dampf, die
Temperatur sei konstant. Allgemein gilt v((]l) < 062) und p?QU(()Q) = kgT im Dampf, so dass

eine Dampfdruckerniedrigung in der Losung relativ zum reinen Losungsmittel erhalten wird:

N
Api2 = Apyap = —ﬁp% : (5.35)
NO
Schmelzdruckéinderung Apis = Appe: Phase (1) sei fliissig und Phase (2) fest, die Tem-
peratur sei konstant. Die Volumeninderung beim Schmelzen Av = v — v(®2) legt das Vor-
zeichen des Effekts fest, d.h. fiir o) > »(2) folgt eine Schmelzdruckerhhung Aper; > 0 und
fir v < v eine Schmelzdruckerniedrigung Apmers < 0 (z.B. fiir Wasser).

Anderung der Ubergangstemperatur: Der Druck sei durch den festen AuBendruck p,
gegeben, der beim Sieden durch den Dampfdruck des reinen Lésungsmittels bzw. den der
verdiinnten Losung erreicht wird:

pa = Pa(T°) = pro(T° + AT, ) (5.:30)
Man erhiilt durch Entwicklung nach T' mit p1o(T, ) = py(T) + Ap12(T, z):

0 0

PT) = puaTal)) 4 (2) AT =)+ el sl + () AT
V,T=T V,T=Tp

Mit Hilfe der Raoultschen Gesetze (5.34) fiir Apj2 und der Clausius-Clapeyronschen Glei-

chung (4.3) fiir (Op12/90T)y ergibt sich

kBT Nl(l) qlg(T)

= AT . (5.37)
1 2 1 1 2
R T

Die Anderung der Ubergangstemperatur bei festem Druck betrigt also:

2 ar(1)
AT = kBiTN;l . (5.38)
q12(T) NV

o Siedepunkterhhung AT = ATy - fiir PU gasformig (1) — fliissig (2) ist g2 > 0, d.h.
Wiérme muss zugefiihrt werden. Dieses Ergebnis ist konsistent zur erhaltenen Dampf-
druckerniedrigung in der verdiinnten Losung.

o Gefrierpunkterniedrigung AT = ATjeese: fiir PU fliissig (1) — fest (2) ist qio < 0,
d.h. Warme muss entzogen werden. Verdiinnte Losungen erstarren erst fiir 7' < 0°C.
Umgekehrt kann man Schnee und Eis durch Salzen auch bei Frost schmelzen.

Die resultierende Dampfdruckerniedrigung Apya, < 0, Siedepunkterhohung ATy > 0,
Gefrierpunkterniedrigung ATheeze < 0, Schmelzdruckerhéhung Apper > 0 (links) und -er-
niedrigung Apper < 0 (rechts) einer verdiinnten Losung (gestrichelt) relativ zum reinen
Losungsmittel (Linien) sind in Abb. 5.5 dargestellt.
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p p

AR el Ap
! mel \
J liquid ' liquid

Apva /’ — - - Apvap \\\ — - -

solid 17 solid| | <%
vapor 7 vapor
ATfreezeAT boil T ATfreeze ATboil T

Abbildung 5.5: Verschiebung der Koexistenzkurven einer verdiinnten Losung relativ zum
reinen Losungsmittel. Links: Schmelzdruckerh6hung, rechts: Schmelzdruckerniedrigung.

5.7 Mehrkomponentensysteme mit chemischer Reaktion

5.7.1 Bedingung fiir chemisches Gleichgewicht

Wir betrachten ein homogenes Gasgemisch, in dem die Komponenten miteinander chemisch
reagieren konnen. Die Teilchenzahlen der verschiedenen Komponenten (Stoffe) werden sich
abhingig von den Reaktionsbedingungen Druck und Temperatur dndern. Das Problem be-
steht in der Bestimmung des thermodynamischen Gleichgewichtszustands, d.h. der Lage des
chemischen Gleichgewichts der Reaktion: Welche Konzentrationen stellen sich fiir die Aus-
gangsstoffe und Reaktionsprodukte abhéngig von p und 7" ein? Im System seien K Kompo-
nenten vertreten und es finde eine chemische Reaktion statt:

nBi +1vBy+ ... v, By, = Vm+1Bm+1 + ...+ vgBg . (539)

Wir vereinbaren v; < 0 fiir Ausgangsstoffe (Verbrauch), v; > 0 fiir Reaktionsprodukte (Ge-
winn) und v; = 0 fiir nicht an der Reaktion beteiligte Stoffe. Dadurch kann man die Reaktion

auch als

> VB =0 (5.40)

schreiben. Fiir die Reaktion 2Hy 4+ 105 = 2H50 ergibt sich demnach —2Hs — 105 + 2H,0
=0 mit 1 =vp, = -2, 1n =vo, = —1, und v3 = vg,0 = 2.

Die Gleichgewichtsbedingung lautet G(7T,p, N) — Min. Variiert wird beziiglich der Teil-
chenzahlen, die sich durch die chemische Reaktion &ndern kénnen (Ausbeute):

K oG K
6C)rpv, = < 5 N) SN; =Y wi(T,p)oN; = 0. (5.41)
i=1 v/ T,p,N; i=1

Definiert man eine Reaktionslaufzahl £ € (0,1) iiber die stochiometrischen Koeffizienten,
ON; = v;0€, findet man mit

K
(6G)rp.N; = Z wi(T, p)ri6§ =0
i1
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die allgemeine Bedingung fiir das chemische Gleichgewicht einer Reaktion:

K
; vipi(T,p) =0 (5.42)

Fiir das Beispiel von oben ergibt sich 2up, + 1po, = 2un,0. Treten R Reaktionen im Sy-
stem auf, definiert man entsprechend viele Reaktionslaufzahlen £ und erhélt jeweils eine
Bedingung fiir das chemische Gleichgewicht einer jeden Reaktion. Die Zahl der thermodyna-
mischen Freiheitsgrade im System entsprechend der Gibbsschen Phasenregel (5.6) verringert
sich durch diese zusétzlichen Bedingungen um R und wir haben f =24+ K — P — R.

5.7.2 Das Massenwirkungsgesetz

Aus der Bedingung fiir das chemische Gleichgewicht (5.42) miissen die Konzentrationen (oder
Teilchenzahlen) der beteiligten Stoffe in Abhéngigkeit von Druck und Temperatur berechnet
werden. Dazu behandeln wir die Gasphase als ideale homogene Mischung mit

Ni  pi

wi(T,p, Ny ... Ng) = pi(T,p) + kpTInz; , x; = N, (5.43)

Dabei ist N = >, N; und p = ), p;. Die Auswertung der Gleichgewichtsbedingung (5.42)
erfolgt iiber die Umformungen:

K

Z v; <uiid(T,p) + k:BTlnx,) =0,
i=1

K K
Z vilnz; = Zlnx?i =77 Z yllu (5.44)
i=1 i=1 B

K K

K
exp <Z In xf’) = Hexp (Inz)") = Haz;" .
=1

i=1 i=1

Daraus folgt das Massenwirkungsgesetz (C.M. Guldberg und P. Waage, 1864) einer Reaktion.
Die Massenwirkungskonstante K, (T, p) ist durch die Idealbeitrige zum chemischen Potenzial
,u%d bestimmt,

K .
[t =ewp (~ gy X vd!(T)) = KE T (5.49)

und legt das Verhiltnis der Konzentrationen von Ausgangsstoffen und Reaktionsprodukten
fest, also die Ausbeute der Reaktion. Fiir das obige Beispiel 2Hy + 105 = 2H50 erhélt man:

3o .
2 = KT, p) .
T, L0,

Man kann von den Konzentrationen x; auch zu den Partialdriicken p; oder den Partialdichten
n; iibergehen,
D Ny pi
Ti= — ) n; = ~-

P V_k:BT’

und erhélt analoge Ergebnisse:

K

” > vi -
H Pl =pi=t KT, p) = KI(T,p) (5.46)
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K

K - v .
[T n* = (kp) =" KT, p) = KINT,p) (5.47)

Die Relationen (5.45)-(5.47) sind nur fiir verdiinnte Gase und Fliissigkeiten anwendbar, da
die Wechselwirkungsbeitrige zum chemischen Potenzial vernachlissigt wurden. Formal erh&lt
man mit dem Ansatz

pi(T,p, Ny ... Ny) = (T, p) + kT Ina; + A" (T, p, Ny ... Ny) (5.48)

auch verbesserte, dichteabhéngige Resultate, z.B.

K

Hx = exp { : 1T Z ; (,u%d(T,p) + ApYWY(T,p, Ny ... Nk))} = KVW(T,p). (5.49)

Dazu miissen aber die Wechselwirkungsbeitrége zu den thermodynamischen Funktionen, hier
zum chemischen Potenzial, berechnet werden. Das ist zum Beispiel iiber eine Virialentwick-
lung moglich, siehe Kapitel 4.4.

5.7.3 van’t Hoffsche Gleichungen

Wie dndert sich nun die Lage des chemischen Gleichgewichts bei Variation von Druck und
Temperatur? Dazu geht man z.B. von K, (T') (5.47) aus und untersucht die Ableitungen mit
Hilfe des chemischen Potenzials:

K
1
In K, (T, p) T Z )+ kT lnp) . (5.50)

Untersuchen wir zunéchst die Variation des Drucks bei fester Temperatur. Das fiihrt auf
die erste nach J.H. van’t Hoff (1852-1911, erster Nobelpreistriger fiir Chmemie) benannte
Gleichung,

0
(9_an (T, p) ]CBTZVZ . (5.51)

Die Druckabhéngigkeit der Massenwirkungskonstante wird durch die bei einmaligem Re-
aktionsdurchlauf (§¢ = 1) auftretende Volumenénderung bestimmt, gegeben durch die Bilanz
der stochiometrischen Koeffizienten Av = Zfi | Vit

A

din K, (T,p) = ——Vdp——Au dlnp, (5.52)
p

K (T,p) ~ p 2. (5.53)

e Ist Av < 0, d.h. das Volumen der Reaktionsprodukte kleiner als das der Ausgangsstoffe,
so wird die Ausbeute der Reaktion mit zunehmendem Druck grofier:

K. (T,p) ~ pal.

e Ist Av > 0, d.h. das Volumen der Reaktionsprodukte grofier als das der Ausgangsstoffe,
so wird die Ausbeute der Reaktion mit zunehmendem Druck kleiner:

1

K.(T,p) ~ = -
’ plav|
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Die Variation der Temperatur bei festem Druck liefert die zweite van’t Hoffsche Gleichung,

K K -
0 1 , 1 O (T)
— In K, (T = — (T — — | —= . .54
o7 L) = o Sl ()~ o S (Y (5.54)
Mit (Opi/0T), = —s; und der Gibbs-Duhemschen Gleichung (2.60) p; = u; + pv; — T's; =
h; — T's; erhalt man die Relation

B 1 & 1 & Ah
— In K, (T,p) = (YT + TsYT)) = BT = . )
o7 mK=(T0P) kBTQZZlV (vt +Ts(T) kBT2ZZl” S = e 559)

Die bei einmaligem Reaktionsdurchlauf ({ = 1) auftretende Enthalpieinderung

K
Ah = " yh(T) = g,
=1

ist bei konstantem Druck gleich der zugefiihrten (endotherm: g, > 0) oder der frei werdenden
(exotherm: ¢, < 0) Warme. Man erhélt allgemein das Resultat:

qpdT’ B

q 1 q
dIn K, (T, p) ~ Pl —éd <?> = K,(T,p) ~ exp (-@—%) : (5.56)

e Fiir eine endotherme Reaktion mit g, > 0 wird die Ausbeute der Reaktion mit zuneh-
mender Temperatur vergroflert.

e Fiir eine exotherme Reaktion mit g, < 0 wird die Ausbeute der Reaktion mit zuneh-
mender Temperatur verkleinert.

Die van’t Hoffschen Gleichungen (5.51) und (5.54) bilden die Grundlage fiir das von H. Le
Chatelier (1850-1936) und F. Braun (1850-1918) in den Jahren 1884-1888 fromulierte Prinzip
vom kleinsten Zwang:

FEin im thermodynamischen Gleichgewichtszustand befindliches System weicht einem dufe-
ren Zwang wie etwa der Anderung von Temperatur und Druck aus.

5.7.4 Anwendungen zum Massenwirkungsgesetz

Wir wollen nun einige typische Beispiele fiir Reaktionen in thermodynamischen Systemen
behandeln.

1. Ammoniaksynthese: Ny + 3Hy; = 2NHj3, g, = —22 kcal/mol (exotherm)

Eine systematische Erh6hung der Ausbeute an NHs wird mit abnehmender Temperatur
und zunehmendem Druck erwartet. Technisch wird die Ammoniaksynthese im Haber-
Bosch-Verfahren bei T' =~ 500 °C und p ~ 200 at mit einer Ausbeute von etwa 18%
realisiert. Bei kleineren Temperaturen ist die Reaktionsgeschwindigkeit nicht mehr 6ko-
nomisch und gréBere Driicke erhéhen den technischen Aufwand (Kosten) enorm. Das
NHjs wird in einem kontinuierlichen Verfahren aus dem Reaktionsgas entfernt und das
nichtverbrauchte Restgas (N2, Hy) plus Frischgas dem Katalysator wieder zugefiihrt.
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Schwache Elektrolyte:

Salze, Sduren oder Basen dissoziieren in Losungsmitteln (Auftreten von Ladungstriagern:
Ionen). Man findet z.B. fiir die Dissoziation von Wasser HO = H* + OH™ unter Nor-
malbedingungen eine Massenwirkungskonstante von

TH+TOH- _ 10~ 14
TH,0

. Ionisationsgleichgewicht: M. Saha (1920) [24]

Das Ionisationsgleichgewicht, z.B. H" 4+ e~ = H in Sternatmosphéren, ist stark von
Druck und Temperatur abhéngig. Man erhélt das auch als Saha-Gleichung bekannte

Massenwirkungsgesetz:
TH

= K,(T,p) .

TH+Le—
Mit der Neutralitdtsforderung xg+ = x.- und der Summenregel zy+ + .- + 2y = 1
folgt fiir den Ionisationsgrad ajon

Le—

Ck‘lOI‘l -
To— + XH

ein Zusammenhang mit der Massenwirkungskonstanten:

1—a?
K.(T,p) = Tm :

ion
Die Massenwirkungskonstante fiir reale Plasmen wird unter Beriicksichtigung der Wech-
selwirkungskorrekturen Ap}YW (T, p) zum chemischen Potenzial entsprechend (5.49) be-

rechnet.

Dissoziationsgleichgewicht: siehe z.B. [25, 26]

Das Dissoziationsgleichgewicht in molekularen Fluiden unter hohem Druck, z.B. Hy
= 2H im Innern der Grofien Planeten wie Jupiter und Saturn, ist ebenfalls stark von
Druck und Temperatur abhéngig. Man erhélt analog zum Ionisationsgleichgewicht einen
Dissoziationsgrad Bgis

B -
dis — —
TH + TH, ’

der wieder unter Berticksichtigung der Wechselwirkungskorrekturen entsprechend (5.49)
zu berechnen ist.

Kontrollfragen und Ubungsaufgaben zu Kapitel 5

. Erldutern Sie die Gibbssche Phasenregel! Was sind thermodynamische Freiheitsgrade?

Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen Gibbsscher Phasenregel und dem Phasen-
diagramm von Einkomponentensystemen her!

. Erldutern Sie das Daltonsche und das Amagatsche Gesetz fiir ideale homogene Mischun-

gen!

. Leiten Sie den Ausdruck fiir die Mischungsentropie ab! Diskutieren Sie das Gibbssche

Paradoxon!

Wie kann man reale homogene Mischungen beschreiben? Was verstehen Sie unter dem
Begrift Aktivitat?
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5. Leiten Sie das Ergebnis fiir den osmotischen Druck ab! Nennen Sie Anwendungen!

6. Diskutieren Sie das Phasendiagramm von verdiinnten Losungen! Wie lauten die Raoult-
schen Gesetze?

7. Leiten Sie einen Ausdruck fiir die Massenwirkungskonstante chemischer Reaktionen ab!
Welchen Einfluss haben Wechselwirkungskorrekturen?

8. Wie lauten die van’t Hoffschen Gleichungen? Erldutern Sie das Prinzip von Le Chate-
lier und Braun und die Méglichkeiten zur Verschiebung des chemischen Gleichgewichts
durch Variation der thermodynamischen Parameter Druck und Temperatur!
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Kapitel 6

Elemente der Statistischen Physik

6.1 Einfiihrung

Das Ziel der Thermodynamik ist die Beschreibung makroskopischer Systeme, d.h. N ~
O(1023). Thre Eigenschaften sind durch wenige Variablen beschrieben, z.B. U,p, T, M, P...
Die Aufgabe der Statistischen Physik ist die Ableitung der makroskopischen Eigenschaften
auf der Basis einer mikroskopischen Beschreibung, d.h. iiber die Eigenschaften der Teilchen
des Sytems (Atome, Molekiile: Gase, Fliissigkeiten, Festkorper; Ionen, Elektronen: Plasmen;
Photonen: Strahlungsfeld; Nukleonen, Quarks: Kernphysik; Phononen, Magnonen, Plasmo-
nen etc.: Quasiteilchen) sowie der Kréfte zwischen ihnen. In der Regel wird man also fiir diese
Mikroobjekte die Gesetze der Quantenphysik anwenden miissen, so dass fiir eine konsistente
Beschreibung des Systems die Losung der N-Teilchen-Schrodingergleichung notwendig ist.
Diese Aufgabe ist nur ndherungsweise moglich, z.B. {iber das Hartree-Fock-Verfahren oder
die Dichtefunktionaltheorie.

In diesem Kapitel soll die Beschreibung des Vielteilchensystems im Rahmen der klassischen
Physik erfolgen. Im Prinzip miissen dazu die Hamiltonschen Gleichungen fiir alle N Teilchen
unter Annahme eines Wechselwirkunsgpotenzials und fiir entsprechende Anfangsbedingungen
gelost werden. Diese Aufgabe ist wegen der grofien Teilchenzahl N ~ O(10%%) heute selbst
mit den leistungsfahigsten Rechnern nicht machbar und offenbar auch nicht sinnvoll, da nur
wenige physikalische Eigenschaften des Systems von Interesse sind. Deshalb hat man die
Methoden der Statistischen Physik entwickelt, die in diesem Kapitel eingefiihrt werden sollen.
Im Zentrum der Bemiihungen steht die Berechnung von Mittelwerten physikalischer Observa-
blen. So ist der Druck p durch den mittleren Impulsiibertrag der Teilchen auf die Geféiwand
gegeben, die Temperatur 7" wird als mittlere kinetische Energie der Teilchen gedeutet und die
Magnetisierung M ist das mittlere Dipolmoment der Teilchen im Magnetfeld B. Man kann
diese Mittelwerte als Zeitmittel definieren:

(A)y = — / A (6.1)

T i—1

Dazu miisste man die Grofle A(t) iiber einen hinreichend langen Zeitraum 7 = ¢ —¢; verfolgen.
Ein sehr erfolgreicher theoretischer Zugang dazu sind Molekulardynamik (MD)-Simulationen,
bei denen die klassischen Bewegungsgleichungen einer festen Teilchenzahl N in einem Volu-
men V gelost werden [27]. Dabei ist heute N ~ 108 < 10*® machbar und die Simulati-
onsdauer 7 typischerweise auf wenige ns beschrinkt. Berechnet man die Krifte in jedem
Zeitschritt quantenmechanisch aus der Losung der N-Teilchen-Schrodingergleichung, kénnen
heute etwa ~ 103 Teilchen und Simulationsdauern von einigen ps mit Methoden wie der
Car-Parrinello-MD [28] oder anderen, ebenfalls auf der Dichtefunktionaltheorie basierenden

[
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Methoden betrachtet werden, siehe [29].

Als Alternative zum Zeitmittel wurde von J.W. Gibbs der Begriff der statistischen Gesamtheit
oder des statistischen Ensembles eingefiihrt. Das Zeitmittel (6.1) wird durch eine Mittelung
iiber viele gleichartige Systeme ersetzt, die alle die gleichen makroskopischen Eigenschaften
haben sollen und nur die verschiedenen moglichen Mikrozustédnde des Systems reprisentieren.
Die Gesamtheit aller dieser Systeme heiflt statistisches Ensemble oder statistische Gesamt-
heit. Falls das Zeitmittel gleich dem Ensemblemittel ist, nennt man das System ergodisch.
Die Ergodenhypothese sagt aus, dass “. .. fiir geniigend grofie Zeiten der reprasentative Punkt
eines isolierten Systems jeden Punkt im 6/N-dimensionalen Phasenraum (I'-Raum) beliebig
nahe kommt” [30]. Was sind aber grofie Zeiten? Wie berechnet man nun Mittelwerte? Da-
zu bendtigen wir offenbar weitere Angaben, z.B. iiber die Wahrscheinlichkeit, mit der jeder
Mikrozustand des Systems auftritt und damit zum Mittelwert beitrégt. Die Berechnung der
entsprechenden Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eine zentrale Aufgabe der Statistischen Phy-
sik.

6.2 Entropie als Maf} fiir die Unbestimmtheit

Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen den Begriffen Information und Unbe-
stimmtheit. Betrachten wir Ereignisse ¢ = 1,...,n mit den Wahrscheinlichkeiten w;. Es sei
0 <w; <1und > ! w; = 1. Fiir die Information I[w;] bei Eintritt des Ereignisses ¢ gilt:

1. Ifw; = 1] = 0, d.h. beim sicheren Ereignis erhalten wir keine neue Information,
2. je unwahrscheinlicher ein Ereignis ist, umso grofier ist die Information: I[w; — 0] — oo,

3. bei zwei unabhéngigen Ereignissen ist die Information additiv, d.h. Yw;; = w;w; gilt
Hwgs] = Iwi] + Iw;].

Mit dem Amnsatz [[w;] = —Clnw; und C > 0 folgt wie gefordert fiir I[w; = 1] = 0 (keine
Information beim sicheren Ereignis) und I[w; — 0] — oo (maximale Information beim un-
wahrscheinlichsten Ereignis); I[w;] > 0 ist positiv semidefinit. Der Mittelwert der Information
wird als Informationsentropie nach C.E. Shannon [31] und E.T. Jaynes [32] definiert, siehe
auch [3],

Sr = i wil[w;] = —C’i w; Inw; (6.2)

und ist ein Ma$ fiir die Information oder ein Grad der Unbestimmtheit: S ist umso grofler, je
weniger das Eintreten von Ereignissen durch grofie oder kleine w; bestimmt wird. Man kann
zeigen, dass Sy fiir die Gleichverteilung maximal ist.

Die Verbindung zwischen thermodynamischer Entropie S und Informationsentropie S wird
iiber die fiir die makroskopische Grofle notwendigen Eigenschaften hergestellt:

S =max{S;} = max{—CZn:wi Inw;}. (6.3)

Diese Relation stellt die Extremaleigenschaft der thermodynamischen Entropie fiir Gleichge-
wichtszusténde sicher (Maximum) und die Wahl C' = kp liefert die entsprechende Einheit.
Fiir das Finden des Maximums sind die relevanten Nebenbedingungen an das konkrete Sy-
stem zu beachten. Wir unterscheiden in Tab. 6.1 die folgenden allgemeinen Situationen, fiir
die jeweils eine bestimmte Gesamtheit definiert wird.
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Tabelle 6.1: Einige Gesamtheiten der Statistischen Physik mit den entsprechenden Nebenbe-
dingungen (NB).

statistische mikroskopische NB makroskopische NB Bedeutung,
Gesamtheit (Mikrozusténde haben (Mittelwerte dieser System
gleiche Werte fiir) Groflen sind gegeben)
mikrokanonisch V.N,U - abgeschlossen
kanonisch V.N U=(FE)=>,wkFE; geschlossen
grokanonisch Vv U=(E)=>, ywinE;n, offen
(N) =3 ywinN

Bei der mikrokanonischen Gesamtheit haben alle dazugehorigen Elemente (die mit diesen NB
vertraglichen Mikrozusténde) identische V, N, U, d.h. das System ist abgeschlossen. Bei der
kanonischen Gesamtheit wird bei gegebenem V, N nur der Mittelwert der Energie U = (E)
vorgegeben, die Mikrozustinde konnen unterschiedliche Energie E; haben. Das entspricht
einem geschlossenen System mit der Moglichkeit des Energieaustauschs (Arbeit, Wirme)
mit der Umgebung. Beim offenen System sind in V nur die Mittelwerte der Energie und
Teilchenzahl vorgegeben, die einzelnen Mikrozusténde kénnen unterschiedliche Werte F; n
und N haben; zu jeder moglichen Teilchenzahl N gehort also ein Satz von Mikrozustéinden
mit unterschiedlichen Energien. Damit ist Energie- und Teilchenaustausch mit der Umgebung
moglich. Es bleibt noch die zentrale Aufgabe, die Wahrscheinlichkeitsverteilungen w; und w; n
fiir diese Gesamtheiten unter Beachtung der entsprechenden Nebenbedingungen abzuleiten.

6.3 Mikrokanonische Gesamtheit

Die einzige NB der Wahrscheinlichkeitsverteilung der mikrokanonischen Gesamtheit ist die
der Normierbarkeit, d.h. ), w; = 1. Wir benutzen die Methode der Lagrange-Multiplikatoren,
um die Bedingung der maximalen Unbestimmtheit unter Beachtung dieser NB im Rahmen
eines Variationsverfahrens zu erfiillen. Die Entropie wird maximal, d.h.

k‘Bé{—Zwilnwi—a<Zwi—1>}:O. (6.4)

Daraus ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fiir die dw; (beliebig: dw; # 0),

—kp Z(Swi {lnw; +1+a} =0, (6.5)

)

so dass fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeitsverteilung folgt:
w; = exp {—1 — a} = const. (6.6)
Der Lagrange-Multiplikator « folgt nun aus der NB (Normierung):

w
Zwi = const. W = 1. (6.7)
i=1
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Die gesuchte Wahrscheinlichkeitsverteilung des mikrokanonischen Ensembles ist eine Gleich-
verteilung: In abgeschlossenen Systemen sind alle Mikrozusténde gleich wahrscheinlich,

Die Zustandsgleichung fiir eine thermodynamische Beschreibung des mikrokanonischen En-
sembles ergibt sich aus der Entropie S = —kp ), w; In w; selbst,

| S(UV,N) = kg W(U,V,N) | (6.9)

und ist iiber das statistische Gewicht W (U,V, N) bestimmt. Die Zahl der moglichen Mi-
krozusténde W des betrachteten Systems unter den vorgegebenen Bedingungen {U,V, N}
bestimmt das thermodynamische Verhalten entsprechend (2.52),

1_(95 p_ (95 b__ (95 (6.10)
T \oU)yny T \OV/)yun T  \ON)yy, ' '

Dabei ist zu beachten, dass die Energie des Systems aus N Teilchen in einem gegebenen
Volumen V' nicht scharf sondern nur auf einer Energieschale der Unschérfe AFE definiert ist:
U = E+ AE. Die Berechnung von S ist unter diesen Bedingungen recht schwierig, muss doch
dafiir eigentlich die N-Teilchen-Schrodingergleichung gelst werden.

6.4 Kanonische Gesamtheit

Bei der kanonischen Gesamtheit kommt zur Normierbarkeit noch der von aufien vorgegebene
Mittelwert der Energie als NB hinzu, d.h. U = (F) = ), w; ;. Die Mikrozustande konnen
verschiedene Energien F; haben, nur der Mittelwert iiber die Gesamtheit ist vorgegeben. Wir
benutzen wieder die Methode der Lagrange-Multiplikatoren, um die Entropie unter Beachtung
der NB im Rahmen eines Variationsverfahrens zu maximieren, d.h.

kpd {—Zwi Inw; —« (sz - 1) - B <Z:leZ - (E}) } =0. (6.11)
Daraus ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fiir die dw; (beliebig: dw; # 0):

—kBZ(Swi {lnwi—i-l—i-a—i—ﬂEi}:O, (6.12)

so dass fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeitsverteilung folgt:

1 1 1
wi = exp(—=BE) , 5 =" (613)
Die gesuchte Wahrscheinlichkeitsverteilung des kanonischen Ensembles ist eine Boltzmann-
Verteilung: In geschlossenen Systemen ergibt sich fiir die Mikrozustdnde eine Wahrschein-
lichkeit, die exponentiell mit ihrer Energie abnimmt. Die Lagrange-Multiplikatoren o und

B folgen aus den Nebenbedingungen. Als erstes kann man aus der Normierung («) die Zu-
standssumme Z(8,V, N) definieren:

1

Zwi = > exp(—BE)=1 — Z(B,V,N) =) exp(—BE;). (6.14)

% %
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Der Lagrange-Parameter (3 folgt aus der anderen NB und einem Vergleich mit der Entropie.
Zunéchst berechnen wir

1 B8R 0
WFQ;MEZEZ}5Q&=7ﬁmﬂ&KMEU%WN% (6.15)

(2

so dass 8 = B(U,V, N) ist. Fiir die Entropie folgt nun
S = —kp» wilnw;=—kp» wi(~InZ - BE;)
— kW Z(8,V,N) + kpBU = S(B,V,N). (6.16)

Fiir das totale Differenzial der Entropie ergibt sich daraus der Ausdruck:

idS:<aan> d5+<mnz> dv+<alnz> AN + BdU + UdB.  (6.17)
V,N B,N B,V

kp op oV ON

Der erste und letzte Term heben sich wegen (6.15) weg, so dass aus dem totalen Differenzial
der Entropie S(U,V, N) durch Koeffizientenvergleich mit (6.10) folgt:

1 <8S )
L_(95Y s (6.18)
d.h. der Lagrange-Parameter § = 1/kpgT ist als inverse Temperatur bestimmt. Weiter er-

gibt sich nunmehr aus (6.16) die Relation S = kpInZ + U/T', und mit F' = U — T'S die
Zustandsgleichung des kanonischen Ensembles:

| F(T,V,N)=U —TS = —kgTh Z(T,V,N) .| (6.19)

Aus der freien Energie F(T,V,N) konnen weitere thermodynamische Groflen durch Ab-
leitung bestimmt werden, siehe (3.3). Die Berechnung der Zustandssumme Z(T,V,N) =
>, exp(—FE;/kpT) ist dafiir die Voraussetzung. Das kanonische Ensemble ist besonders fiir
die Beschreibung klassischer Systeme geeignet.

6.5 GroBBkanonische Gesamtheit

Bei der groflkanonischen Gesamtheit kommen zur Normierbarkeit noch die von auflen vorge-
gebenen Mittelwerte der Energie und Teilchenzahl als NB hinzu: U = (E) = ZZ NWiNE; N
und (N) = ZZ ~ Wi nN. Die Mikrozustédnde koénnen verschiedene Energien F; ny und Teil-
chenzahlen N h7aben7 die wir hier extra indizieren. Nur die Mittelwerte iiber die Gesamtheit
sind fest vorgegeben. Wir benutzen wieder die Methode der Lagrange-Multiplikatoren, um
die Entropie unter Beachtung der NB im Rahmen eines Variationsverfahrens zu maximieren:

kpod —sz,Nlnwi,N—Oé Zwi,N_l -p sz’,NEi,N—<E>
i,N iN iN

v | Y winN—(N) | ¢ =0. (6.20)

Daraus ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fiir die dw; y (beliebig: dw; n # 0):

—kp Y dwin {lnw;y+1+a+BE; N +yN} =0, (6.21)
N
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so dass fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeitsverteilung folgt:

wi N = %exp(—ﬂELN —4N), % =17, (6.22)
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des grolkanonischen Ensembles hat die Form einer Boltz-
mann-Verteilung: In offenen Systemen ergibt sich fiir die Mikrozusténde eine Wahrscheinlich-
keit, die exponentiell mit ihrer Energie abnimmt, aber noch von der Teilchenzahl N abhéngt.
Die entsprechenden Lagrange-Multiplikatoren «, 5 und 7 folgen dabei aus den Nebenbedin-
gungen. Als erstes kann man aus der Normierung («) wieder die Zustandssumme Z(3,V,~)
definieren:

1
ZN:w@-,N = ZN:QXP(—ﬁEi,N —IN)=1 — Z(B,V,vy) = %:exp(—ﬁEz,N —yN). (6.23)

Die Lagrange-Parameter 8 und v folgen aus den NB und einem Vergleich mit der Entropie.
Zunichst finden wir analog zu (6.15) die Relationen:

1 _BE v 0
(B) = Y winBix =5 3 e TN = — e nZ(5,V,) = U(B, Vo),
i,N iN

1 o 0
(N) = D wiwN =23 e PN = -t Z(B, V) = N(B. Vi), (624)
iN i, N

so dass B = B(U,V,N) und v = ~(U,V, N) sind. Fiir die Entropie folgt nun

S = —kp Zw@N Inw; v = —kpB Zw@N (-—InZ — BE; N —N)
i, N i, N
— kpnZ(8,V,7) + kpBU + kN = S(8,V,7). (6.25)

Fiir das totale Differenzial der Entropie ergibt sich daraus der Ausdruck:

Loas— (am) df+ (aan> v+ (‘9an> dy+BdU+UdB+~vdN+Ndy . (6.26)

Der erste und fiinfte, dritte und siebente Term heben sich jeweils wegen (6.24) weg, so dass
aus dem totalen Differenzial der Entropie S(U,V, N) durch Koeffizientenvergleich mit (6.10)

folgt:
1 oS L oS
- (22 - Y (e = 2
T <8U>V,N kil T <3N>U,V e (627

d.h. die Lagrange-Parameter haben wieder die Bedeutung einer inversen Temperatur g =
1/kpT bzw. sind iiber das chemische Potenzial festgelegt: v = —pfu. Die Temperatur be-
stimmt in offenen Systemen den Abfall der Wahrscheinlichkeiten der Mikrozustinde mit
ihrer Energie, das chemische Potenzial (und die Temperatur) den Abfall der Wahrscheinlich-
keiten der Mikrozusténde mit der Teilchenzahl. Weiter ergibt sich nunmehr aus (6.25) die
Relation S = kplnZ + U/T — uN/T, und mit dem groflen thermodynamischen Potenzial
J=U—-TS — uN die Zustandsgleichung des groflkanonischen Ensembles:

| J(T,V,p) =U =TS — uN = —kgT Z(T,V, ps) .| (6.28)

Aus dem grofien thermodynamischen Potenzial J(T,V, i) kénnen weitere thermodynamische
GroBen durch Ableitung bestimmt werden, siehe (3.20). Die Berechnung der Zustandssumme
Z(T,V,p) = > yexpl—(Ei,n — p)/kpT] fiir offene Systeme ist dafiir die Voraussetzung. In
der Regel werden alle Quantensysteme groflkanonisch beschrieben.
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6.6 Zustandssumme und Zustandsintegral

Bisher haben wir fiir die drei betrachteten Gesamtheiten die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
(6.8), (6.13) und (6.22) mit den entsprechenden Zustandssummen Z abgeleitet, die jeweils
die Zustandsgleichung S(U, V, N) [mikrokanonisch: (6.9)], F(T,V, N) [kanonisch: (6.19)] und
J(T,V, ) [groBkanonisch: (6.28)] bestimmen. In jedem Fall ist die Berechnung des Energie-
spektrums F; bzw. E; n der Mikrozustdnde des Systems, das aus N Teilchen im Volumen V
besteht, die entscheidende Aufgabe. Dazu muss die N-Teilchen-Schrodinger-Gleichung geldst
werden (siche Theoretische Physik VI: Statistische Physik). Hier beschrinken wir uns auf eine
klassische Behandlung, bei der von der Hamilton-Funktion des Systems aus N identischen
Teilchen (Masse m) im Volumen V' ausgegangen wird:

Hy = TN+VN+UN:HN(Fl...FN,ﬁl...ﬁN) (6.29)
N2 N N
S A S veom+ v
=1 1<j =1

Die Teilchen haben eine kinetische Energie p?/Qm und wechselwirken untereinander iiber
ein lokales Potenzial V(7; — 7). Es kann ein &ufleres Potenzial U(7;) anliegen, das auch
zeitabhéngig sein kann: U (7, t). In diesem Fall ist auch die Hamilton-Funktion (6.29) explizit
zeitabhingig. Wir beschrianken uns hier auf den stationéren Fall.

Die statistische Beschreibung des Systems erfolgt im 6/N-dimensionalen Phasenraum, dem
sogenannten I'-Raum. Jeder Mikrozustand des Systems wird durch einen Satz von Koordi-
naten (71 ...7n,p1...Pn) = (7, p) charakterisiert und représentiert einen Punkt im I'-Raum,

siche Abb. 6.1.

p

dr
Abbildung 6.1: Der Phasenraum eines
N-Teilchensystems wird durch den 6N-
dimensionalen I'-Raum (77, 7") aufgespannt.
Jeder Mikrozustand des Systems ist durch
einen Punkt im Phasenraum bei dI' re-
présentiert (schematisch).

Mittelwerte physikalischer Groflen sind bei den bisher verwendeten diskreten Verteilungen
iiber die Relation (A) = )", w;A; gegeben, wobei A; der Wert von A im Mikrozustand ¢ ist,
der mit einer Wahrscheinlichkeit w; realisiert wird. In makroskopischen Systemen wird die
Wahrscheinlichkeitsverteilung w; infolge des thermodynamischen Limes kontinuierlich und
kann als Phasenraumdichte fx verstanden werden, die die Wahrscheinlichkeit fiir das Auf-
treten des Mikrozustands im I'-Raum angibt:

(A) =3, wiA; = [dUn N (7, D)A(F, P) . (6.30)

Die Normierungsbedingung lautet:

dwi=1 — /dPNfN(F,ﬁ):l. (6.31)

In Vielteilchensystemen miissen noch zwei Effekte beriicksichtigt werden. Laut Unschérfere-
lation der QM (Ap,Axz > h) ist die Zahl der Zustéinde im Phasenraum begrenzt. Pro Teil-
chen ergibt sich eine minimale Phasenraumzelle der Grofle h3, auf die man das verfiighare
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Phasenraumvolumen normiert: d3rd®p/h3 beschreibt die pro Teilchen im Phasenraumvolu-
men verfiigbaren Zusténde. Weiterhin seien die Teilchen im System identisch, d.h. eine reine
Vertauschung der Teilchen fiihrt zu keinem neuen physikalischen Zustand. Da es in einem N-
Teilchensystem N! mogliche Vertauschungen gibt, muss auf diese Anzahl normiert werden,
so dass sich der folgende Ausdruck ergibt:

. d3N7“d3Np

Fiir die kanonische und groflkanonische Gesamtheit ergeben sich mit dieser Konvention die
folgenden Wahrscheinlichkeitsdichten:

1
N ) = mexp(—ﬂHN(ﬁﬁ)), (6.33)

Zian(T,V,N) = / ATy exp(—BHN (7, §) |

. 1 .
P = T v ) P AHN ) — ) (6.34)

Zi(T. Vo) = 3 [ AUy exp(-B(HNGR) ~ i),
N=0

Die Hamilton-Funktion H (7, p) enthilt die physikalische Information iiber das System, legt
also auch die thermodynamischen Eigenschaften iiber die Zustandssummen Z fest. Ihre Be-
rechnung ist das Schliisselproblem der Statistischen Physik, das nur fiir stark vereinfachte
Modellsysteme gelost ist (z.B. ideales Gas, Ising-Modell). Fiir reale Systeme miissen Néhe-
rungsmethoden angewendet werden, z.B. die Virialentwicklung (siehe Kapitel 4.4), oder Com-
putersimulationen durchgefiirt werden.

6.7 Auswertung fiir das ideale Gas

Wir wollen nun den Fahrplan der Statistischen Physik fiir das einfachste Modellsystem des
idealen Gases in der groflkanonischen Gesamtheit abarbeiten. Zunéchst formen wir die Zu-
standssumme (6.34) mit der Definition (6.32) noch etwas um und setzen voraus, dass kein
externes Potenzial anliegt (Uy = 0):

© _BuN d3 d3

e - br...a°pN _

Zgp(T,V,p) = > N /d?’n...d?’rNe 5VN/]137Ne AN (6.35)
N=0

Man kann die Integrationen iiber die Raumkoordinaten formal im Konfigurationsintegral
Q(T,V, N) zusammenfassen

Q(T,V.N) = /d37“1---d37"N65VN (6.36)

und die idealen Beitrage der Impulskoordinaten abintegrieren:

d3p1...d3pN N p? N d3pi plg
/ e (A ) = 11 / pE P (‘zmg) (6.37)
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Hier wurde wieder die thermische Wellenlinge A benutzt. Weiterhin fiithrt man die Fuga-
zitit z = exp(Bu) ein, die Informationen iiber die Temperatur und das chemische Potenzial
(Mittelwert der Teilchenzahl) enthilt. Damit ergibt sich ein kompakter Ausdruck fiir die
groBkanonische Zustandssumme (6.35):

Zg(T,V, ) = ZN')\gNQTX/,N). (6.38)

Die Hamilton-Funktion fiir das ideale Gas lautet H}'\Cfl = Ty, d.h. es gibt keine Wechselwirkung
der Teilchen untereinander (Viy = 0). Damit ist das Konfigurationsintegral des idealen Gases
Q(T,V,N) = V¥, Die kinetischen Anteile wurden bereits abintegriert, so dass sich die
Zustandssumme des idealen Gases sofort ergibt:

o0

i 1 2\ 2V
ZIH(TV,p) = ~ <F> — exp (F) : (6.39)
N=0

Die entsprechende Zustandsgleichung des idealen Gases im groflkanonischen Ensemble ergibt
sich dann aus (6.28):

J(T,V,p) = —kpT3y . (6.40)

Daraus lassen sich mit den bekannten Relationen (3.20) sofort alle thermodynamischen Gréfien
des idealen Gases berechnen. Man erhilt z.B. aus (6.40) eine sehr niitzliche Relation zwischen
Fugazitiat und Teilchendichte n = N/V:

B 0J B Vv B N3
N =— <8M>T,v = k:BT)\35z —  z=exp(fp) = V)\ . (6.41)

Fiir das ideale chemische Potenzial finden wir damit sofort: u = kT In(nA3). Aus der mi-
kroskopischen Berechnung ergeben sich die folgenden, empirisch bereits bekannten Zustands-
gleichungen fiir das ideale Gas (1.3):

oJ
p <8V>T7 B)\3—>p nkpi ,
oJ 5 3
5= ~(ap),, = g miet).
U = J+MN+TS:2NI<:BT, (6.42)
ou 3
Cv - <6—T>V:§N]€B,

F = U-TS = NkgT(In(n\®) —1) .

Im thermodynamischen Limes stimmen die Ergebnisse fiir die Zustandsgleichung der kano-
nischen und grofkanonischen Gesamtheit iiberein. Die Berechnung in der mikrokanonischen
Gesamtheit ist wegen der Betrachtung der Energieunschirfe AFE auf der Energieschale F
etwas komplizierter.

6.8 Paarverteilungsfunktion und Strukturfaktor

Die Phasenraumdichte fy(7,p) (6.30) kann auch als N-Teilchen-Verteilungsfunktion (NT-
VF) aufgefasst werden. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der der entsprechende Mi-
krozustand realisiert wird. Sie enthélt demzufolge iiber die Hamilton-Funktion Hy und die
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Zustandssumme Z alle Informationen iiber das N-Teilchensystem, kann aber nur fiir einfache
Systeme angegeben werden, siche Kapitel 6.7.

Durch Abintegration von Teilchenkoordinaten kann man praktikablere Grofien definieren,
die aber nur noch Teile der vollstdndigen Information iiber das N-Teilchensystem enthalten.
Fiir viele Zwecke ist das aber nicht nur sinnvoll sondern auch ausreichend, da Korrelationen
zwischen wenigen Teilchen das physikalische Verhalten dominieren. So enthélt die Hamilton-
Funktion Hy (6.29) zunéchst nur Ein- und Zwei-Teilchenbeitrige.

Wir definieren dazu reduzierte s-Teilchen- Verteilungsfunktionen fs(7y ... 7s,p1...ps) durch
Abintegration der “iiberzéhligen” Variablen:

- R SN d37’5+1...d?”l“ngszrl...dgpN
fs(rl---rsapl---ps)— (N—S)!h?’(N_S)

N TNy DL PN) - (6.43)

Die Normierung der reduzierten s-Teilchen-Verteilungsfunktionen erfolgt auf die Anzahl der
entsprechenden s-Teilchen-Cluster im N-Teilchensystem, die unter Beachtung von (6.31)
durch einen Binomialkoeffizienten gegeben ist:

/ Bri... dPryd3py ... d3ps

fs(F1 .. Ts, D1 ... Ds)

N!
= /d ri...d°rndpy ... d pNN!(N_S)!S!h3NfN(r1...TN,pl...pN)

- N ]—V!s)!s! - ( ]X ) ‘ (649

Von besonderer Bedeutung sind die reduzierten 1- und 2-Teilchen-Verteilungsfunktionen. Sie
geben die Wahrscheinlichkeit an, ein (zwei) Teilchen am Ort r; (an den Orten 7 und r2)
mit dem Impuls p; (den Impulsen p; und ps) anzutreffen. Sie sind auf die Zahl der 1- und
2-Teilchen-Cluster normiert, d.h. auf die Teilchenzahl N bzw. die Anzahl der Teilchenpaare
N(N —1)/2:

slh3s

N!
/drlfl(Fh _)1) — ( Jf > = m = N, (645)
/dF2f2(F1772,ﬁ1ﬁ2) = < ];[ ) = (N_L;)Q, = %N(N —1). (6.46)

Dabei wird das Integrationselement wiefolgt abgekiirzt:

d3ry ... dgrsd?’pl o d?’ps
dl'y = 135 5] . (6.47)

Die 1-Teilchen-Verteilungsfunktionen im Orts- und Impulsraum ergeben sich jeweils durch
eine weitere Abintegration der {iberzdhligen Variablen,

3
fi(f) = /%fl(ﬁ,ﬁl), (6.48)
filpr) = /d?’ﬁfl(ﬁ,ﬁl) : (6.49)

Fiir ein homogenes System gilt f1(7) = N/V = n = const. Die Impulsverteilungsfunktion ist
dann durch die Maxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilungsfunktion gegeben:

4 2 2
A =n—  _exp (L :
(2rmkpgT)3/2 2mkgT
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Wir diskutieren nun besonders die 2-Teilchen-Verteilungsfunktion im Ortsraum. Sie ist ein
Maf3 fiir die Stédrke der Korrelationen zwischen den Teilchen. Darunter verstehen wir die
Bilanz aus anziehenden und abstoflenden Kriften entsprechend dem Wechselwirkungspoten-
zial V(7 — ;). Zusétzlich muss in einer allgemeinen Beschreibung noch der Einfluss von
Quanteneffekten wie Austausch und Symmetrie (Fermi- oder Bose-Systeme, Pauli-Prinzip)
beriicksichtigt werden, sieche Kurs Theoretische Physik VI: Statistische Physik.

Wir leiten die 2-Teilchen-Verteilungsfunktion aus der allgemeinen Definition (6.43) ab und
verwenden dabei das kanonische Ensemble, in der die NT-VF iiber (6.33) mit der Zustands-
summe Z(7T,V, N) und dem Konfigurationsintegral (6.36) gegeben ist:

In(F1.. TN, DPL. .. PN),  (6.50)

S Bp1dPpy [ dBrs... dBrydPps. .. dPpN
fa(r1,72) =

o (N — 2)3N—o
1
... PN D] ...DN) = —————— —BHN(Ty ... TN, D1...D
IN(F1L . TN, DL PN) Z(T,V,N)eXp( BHN(T1 ... TN, D1 ... DN))
1

Q(T,V,N) = /d3r1 APy exp(—BVy) .

Die Impulse kénnen wie im Falle des idealen Gases (6.37) abintegriert werden und man erhélt
f2 mit entsprechender Normierung;:

|
fa(,7) = (N]ié)!Q(T,lV,N)/d37"3---d3rNexp(—5VN)a (6.51)

/d37°1d37"2f2(7?17772) =N(N-1).

Die 2-Teilchen-Verteilungsfunktion ist also ~ O(n?), so dass man als neue Gréfie die Paar-
verteilungsfunktion go(71,72) (engl.: Pair Correlation Function (PCF)) einfithren kann:

N(N —1)
V2

N(N —1)
Q(T,V,N)

- =

fa(71,7%) = 92(71,72) = /d3T3 APy exp(—pVn) . (6.52)

Im thermodynamischen Limes (N — oo,V — oo,n = N/V = const.) gilt offenbar:

V2
Q(T,V,N)

- =

g2(71,7) = /d3r3 L dPry exp(—pVn) . (6.53)

Die PCF (6.53) kann indirekt iiber Streuexperimente gemessen werden. Zur Auflosung der
atomaren oder molekularen Struktur in Fliissigkeiten muss man Wellenléingen benutzen, die
dem mittleren Abstand ~ O(107!°) m entsprechen, d.h. die Photonen miissen Energien
E = hv = he/X im keV-Bereich haben (Rontgenlicht). Da diese Photonenenergie sehr viel
grofler als die thermische Energie der Atome/Molekiile ist (~ 0.1 e€V), kann man in guter
N#herung von elastischer Streuung ausgehen.
Die bei einem Streuexperiment unter einem Winkel 6 von einem Detektor gemessene Inten-
sitdt [ relativ zur Intensitét der einfallenden Strahlung Iy ist durch den Strukturfaktor S(k)
gegeben, siche Abb. 6.2. Fiir elastische Streuung von Photonen mit dem Impuls p = h/A
an N Streuzentren im System ergibt sich mit dem Ubertragungsimpuls ik die Relation
sin(f/2) = hk/p und es gilt:

I(0) = NIpS(k). (6.54)
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Rontgenquelle

ly Abbildung 6.2: Schema eines Streuexperiments
Probe zur Messung des statischen Strukturfaktors
T S (k). Der Impulsiibertrag bei elastischer Streu-
,/6 ung von Photonen in der Probe (Fliissigkeit) ist

! sin(6/2) = ik /p.

Streuwinkel .

Detektor

Der statische Strukturfaktor S(k) gibt die Intensitét aller Wellen an, die an den Streuzentren
i und j unter dem Winkel # in Richtung des Detektors gestreut werden,

N
ﬂm=%<§jmm%«a~mO, (6.55)

1,7=1

und ist ein Maf} fiir die Korrelationen zwischen den Teilchen. Fiir unkorrelierte Systeme
(ideales Gas) ergeben sich nur Beitréige fiir i = j und damit ist S(k) = 1. Man spaltet
den idealen Beitrag in der Summe ab und bildet den Mittelwert mit der NT-VF (6.30). Die
Impulsbeitrige kénnen wieder abintegriert werden und kompensieren den Faktor A3V, In
der Summe iiber alle Kombinationen der Teilchenkoordinaten ¢ # j kann z.B. jeweils auf
die Koordinaten 1 und 2 umbenannt werden (identische Teilchen), so dass sich insgesamt
N(N — 1) gleiche Beitriage ergeben. Mit der Definition (6.51) erhélt man:

1 /& L
S(k)y = 1+N<Zexp(ik-(ﬁ—ﬁ-))>
i#]

N
1 1 Z 2o
= 1 + NW /d37"1 e dng o eXp(zk: . (T’Z' — 'I"])) eXp(—,BVN)

1 NN -1 o
= 1+ NiQ((T, v N)) /d?’m o dPry exp(ik - (M — 72)) exp(—SVnN)
1 -
= 1 + N /d3T1d37“2 fQ(Fl,FQ) exp(ik . (7?1 — 772)) . (6.56)

Wir setzen jetzt radialsymmetrische Wechselwirkung V (7; —7;) = V (r;;) voraus, die nur vom
Abstand der Teilchen r;; = |7; — ;| abhéngen soll (z.B. Coulomb- und Gravitationspotenzial,
Lennard-Jones-Potenzial etc). Fiir diese Félle kann man in (6.56) auf Schwerpunkt- und
Relativkoordinaten transformieren,

—
— — —

R=rm+7y, T=T12 =71 -T2,

wobei die Schwerpunktkoordinate R abintegriert werden kann (Faktor V'). Weiter ergibt sich
mit (6.52) der gewiinschte Zusammenhang zwischen S(k) und g(r):

SH) = 14y [ drtr)exp(iF )
Sk)y—1 = n/d?’r [g(r) — 1) exp(ik - 7) + n(2m)36(k) . (6.57)

Der zweite Beitrag ergibt sich fiir £ = 0, d.h. im Falle keiner Streuung (Vorwértsstreuung),
und wird iiblicherweise bei der Behandlung von Streuprozessen weggelassen. Damit ergibt sich
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der fundamentale Zusammenhang, dass der Strukturfaktor durch die Fouriertransformierte
der PCF gegeben ist:

S(k) —1=n [d® [g(r) — 1] exp(ik - 7) . (6.58)

Der Strukturfaktor S(k) kann in Streuexperimenten gemessen werden, so dass theoretische
Ergebnisse zur Paarverteilungsfunktion g(r) iiberpriift werden kénnen. Fiir die Berechnung
von ¢(r) existieren verschiedene Methoden, z.B. Integralgleichungsmethoden zur Losung
der Ornstein-Zernike-Gleichung (1914), Molekulardynamiksimulationen oder Monte-Carlo-
Verfahren. Der prinzipielle Verlauf der Paarverteilungsfunktion fiir Festkorper, Fliissigkeiten
und Gase ist in Abb. 6.3 dargestellt. Im Festkorper gibt es nur bei den Absténden zu den
nichsten Nachbarn Signale. In Fliissigkeiten gibt es in Abhéngigkeit von Druck und Tem-
peratur meist mehrere ausgeprigte Maxima und Minima. In Gasen sind die Korrelation am
geringsten und bis auf die kleinen Absténde gilt g(r) ~ 1.

a(n)

Abbildung 6.3: Schematischer Verlauf der
Paarverteilungsfunktion g(r) in Festkorpern,
Fliissigkeiten und Gasen.

6.9 Kontrollfragen und Ubungsaufgaben zu Kapitel 6

1. Stellen Sie den Zusammenhang zwischen mikroskopischer und makroskopischer Be-
schreibung von Vielteilchensystemen her!

2. Wie ist die Informationsentropie definiert? Was gibt sie an? Wie héngt sie mit der
thermodynamischen Entropie zusammen?

3. Definieren Sie den Begriff der statistischen Gesamtheit nach Gibbs! Vergleichen Sie
Zeitmittel und Ensemblemittel! Was sind ergodische Systeme?

4. Welche Gesamtheiten kennen Sie? Geben Sie die entsprechenden Wahrscheinlichkeits-
verteilungen an!

5. Was sind die zugehorigen thermodynamischen Potenziale? Wie lauten die jeweiligen
Zustandsgleichungen?
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10.

11.

KAPITEL 6. ELEMENTE DER STATISTISCHEN PHYSIK
Zeigen Sie, dass fiir die mikrokanonische Gesamtheit eine Gleichverteilung fiir die w;
folgt!

Zeigen Sie, dass die fiir jedes Ensemble abgeleiteten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
tatsdchlich die Entropie maximieren!

. Zeigen Sie, dass die Ergebnisse fiir die Zustandsgleichungen des idealen Gases (6.42)

in der groflkanonischen Gesamtheit folgen! Wie ist die Fugazitit z definiert? Welche
Bedeutung hat das Konfigurationsintegral Q(7,V, N) (6.36)?

Berechnen Sie die Zustandsgleichungen fiir das ideale Gas in der kanonischen Gesamt-
heit!

Definieren Sie die Begriffe Paarverteilungsfunktion g(r) und Strukturfaktor S(k) mit
Hilfe der reduzierten Verteilungsfunktionen! Wie sind diese definiert und normiert?

Skizzieren Sie den typischen Verlauf der Paarverteilungsfunktion g(r) fiir Gase, Fliissig-
keiten und Festkorper! Welchen Verlauf hat der Strukturfaktor S(k) entsprechend Glei-
chung (6.58)7



Anhang A

Weiterftiihrende Literatur

Dieses Skript enthélt den Vorlesungsstoff zur Thermodynamik, der an der Universitéit Rostock
im Bachelorstudiengang Physik angeboten wird. Die Thermodynamik ist eine grundlegende
Disziplin der klassischen Physik neben der Mechanik und der Elektrodynamik. Es existie-
ren sehr viele klassische Einzeldarstellungen zur Thermodynamik, die jeweiligen Béande zur
Thermodynamik in den umfangreichen Lehrbuchreihen zur Theoretischen Physik (z.B. von
Landau und Lifschitz, Greiner, Nolting) sowie auch moderne Darstellungen zur Thermody-
namik, die jeder interessierte Student in den Bibliotheken finden wird. Deshalb kann der hier
dargestellte Inhalt nur als ein mogliches Angebot verstanden werden, das auch durch wei-
terfiihrende Anwendungen im Masterstudium Physik motiviert wird. Die Thermodynamik ist
ein sehr breites und auch lebendiges Fach mit starker Ausstrahlung auf viele andere Gebiete
der Physik. Besonders erwihnen mochte ich hier die Statistische Physik, die Festkorperphysik
und die Plasma- und Astrophysik, die in Rostock einen Schwerpunkt der weiteren Ausbildung
im Masterstudium bilden. Ich mé&chte deshalb an dieser Stelle auf einige Biicher hinweisen,
die fiir eine vertiefte Beschiftigung mit der Thermodynamik hilfreich sein kéonnen und die
mir auch bei der Ausarbeitung dieses Skripts wertvolle Anregungen gegeben haben; weitere
Quellenangaben finden sich im Literaurverzeichnis:

G. Adam, O. Hittmair, Wéirmetheorie (Vieweg, Braunschweig, 1992)

R. Becker, Theorie der Wirme (Springer, Berlin, 1966)

S.J. Blundell, K.M. Blundell, Concepts in Thermal Physics (Oxford University Press, Ox-
ford, 2006)

G. Carrington, Basic Thermodynamics (Oxford University Press, Oxford, 1994)

G. Cerbe, H.-J. Hoffmann, Einfihrung in die Thermodynamik (Hanser, Miinchen, 1999)

- S.R. De Groot, P. Mazur, Non-Equilibrium Thermodynamics (North-Holland, Amsterdam,
1962)

W. Ebeling, R. Feistel, Physik der Selbstorganisation und FEvolution (Akademie-Verlag,
Berlin, 1982)

G. Falk, Theoretische Physik, Bd. II (Springer, Berlin, 1988)

E. Fermi, Thermodynamics (Dover, New York, 1956)

W. Gebhardt, U. Krey, Phaseniiberginge und kritische Phinomene (Vieweg, Braunschweig,
1980)

91



92 ANHANG A. WEITERFUHRENDE LITERATUR

N. Goldenfield, Lectures on Phase Transitions and the Renormalization Group. Frontiers
in Physics, Vol. 85 (Westview Press, Boulder, 1992)

W. Gépel, H.-D. Wiemhofer, Statistische Thermodynamik (Spektrum, Heidelberg, 2000)

A.M. Gueneault, Statistical Physics (Chapman & Hall, London, 1995)

- W. Greiner, Lehrbuch Theoretische Physik, Bd. 9 (Verlag Harri Deutsch, Frankfurt/M.,
1986)

T.L. Hill, Statistical Thermodynamics (Dover, New York, 1986)

R.J. Jelitto, Theoretische Physik, Bd. 6 (Aula-Verlag, Wiesbaden, 1985)

C. Kittel, H. Kromer, Physik der Wirme (Oldenbourg, Miinchen, 1984)

G. Kluge, G. Neugebauer, Grundlagen der Thermodynamik (Spektrum, Heidelberg, 1994)

- H.J. Kreuzer, Nonequilibrium Thermodynamics and its Statistical Foundations (Oxford Uni-
versity Press, Oxford, 1983)

L.D. Landau, E.M. Lifschitz, Lehrbuch Theoretische Physik, Bd. 5, 9, 10 (Verlag Harri
Deutsch, Frankfurt/M., 1991/1992/1992)

D. Leuschner, Grundbegriffe der Thermodynamik (Akademie-Verlag, Berlin, 1979)
- G. Macke, Thermodynamik und Statistik (Akademische Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1967)

J. McLennan, Introduction to Non-Equilibrium Statistical Mechanics (Prentice Hall, Engle-
wood Cliffs, 1989)

I. Miiller, Grundziige der Thermodynamik (Springer, Berlin, 1994)

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik, Bd. j (Springer, Heidelberg, 2002)

M. Plischke, B. Bergerson, Equilibrium Statistical Physics (World Scientific, Singapore,
1994)

F. Reif, Statistische Physik und Theorie der Wirme (de Gruyter, Berlin, 1987)

J. Schnakenberg, Thermodynamik und Statistische Physik (Wiley-VCH, Berlin, 2002)
- A. Sommerfeld, Thermodynamik und Statistik (Geest & Portig, Leipzig, 1965)

H. Stumpf, A. Rieckers, Thermodynamik, Bd. 1/2 (Vieweg, Braunschweig, 1976/77)

D.N. Subarew, Statistische Thermodynamik des Nichtgleichgewichts (Akademie-Verlag, Ber-
lin, 1976)

M. Toda, R. Kubo, N. Saito, Statistical Physics I (Springer, Berlin, 1991)
R. Kubo, M. Toda, N. Hashitsume, Statistical Physics II (Springer, Berlin, 1992)

J.M. Yeomans, Statistical Mechanics of Phase Transitions (Clarendon Press, Oxford, 1992)



Literaturverzeichnis

1]

G. Ropke. Statistische Mechanik fiir das Nichtgleichgewicht. Deutscher Verlag der Wis-
senschaften, Berlin, 1987.

D. Zubarev, V. Morozov, and G. Ropke. Statistical Mechanics of Nonequilibrium Pro-
cesses, Vol. 1: Basic Concepts, Kinetic Theory. Akademie-Verlag, Berlin, 1996.

R. Luzzi, A. R. Vasconcellos, and J. G. Gamos. Statistical Foundations of Irreversible
Thermodynamics. B.G. Teubner, Stuttgart/Leipzig/Wiesbaden, 2000.

J.A. Smorodinskj and P. Ziesche. Was ist Temperatur? Verlag Harri Deutsch, Frank-
furt/Main, 2000.

M. Kiihne. Kalt, kalter, ultrakalt. Physikalische Bldtter, 57:59, 2001.

G. Nicolis and I. Prigogine. Self-Organization in Nonequilibrium Systems. Wiley-
Intersciences, New York, 1977.

J. Wilks. The Properties of Liquid and Solid Helium. Oxford University Press, Oxford,
1967.

L.P. Pitaevskii and E.M. Lifshitz. Statistical Physics, Part 2: Volume 9 (Course of
Theoretical Physics). Butterworth-Heinemann, Oxford, 1980.

E.M. Purcell and R.V. Pound. A nuclear spin system at negative temperature. Phys.
Rev., 81:279, 1951.

W. Petrich. Bose-einstein-kondensation eines nahezu idealen teilchengases. Physikalische
Bldtter, 52:345, 1996.

M.H. Anderson, J.R. Ensher, M.R. Matthews, C.E. Wiemann, and E.A. Cornell. Science,
269:198, 1995.

K.B. Davis, M.-O. Mewes, M.R. Andrews, N.J. van Druten, D.S. Durfee, D.M. Kurn,
and W. Ketterle. Phys. Rev. Lett., 75:3969, 1995.

D.A. Young. Phase Diagrams of the Elements. University of California Press, Berkeley,
1991.

W. Nolting. Grundkurs Theoretische Physik, Band 4. Springer, Heidelberg, 2002.

J.M. Yeomans. Statistical mechanics of phase transitions. Clarendon Press, Oxford,
1992.

H.E. Stanley. Introduction to phase transitions and critical phenomena. Oxford Univer-
sity Press, Oxford, 1971.

93



94

[17]
[18]

[19]
[20]

[21]

22]

[23]

[24]

[25]
[26]
[27]

28]

[29]

[30]
[31]

[32]

LITERATURVERZEICHNIS

V.L. Ginzburg and L.D. Landau. Zh. Eksp. Teor. Fiz., 20:1064, 1950.

M. E. Fisher. The theory of equilibrium critical phenomena. Report on Progress in
Physics, 30:615, 1967.

K.G. Wilson. Rev. Mod. Phys., 55:583, 1983.

N. Goldenfeld. Lectures on Phase Transitions and the Renormalization Group. Westview
Press, Bolder, 1992.

W. Gebhardt and U. Krey. Phaseniiberginge und kritische Phdnomene - FEine
FEinfiihrung. Vieweg, Braunschweig, 1980.

F. Pobell. Matter and Methods at Low Temperatures. Springer, Berlin, 1992.

W. Lorenzen, B. Holst, and R. Redmer. Demixing of hydrogen and helium at megabar
pressures. Phys. Rev. Lett., 102:115701, 2009.

M. Saha. Ionization in the solar chromosphere. Philosophical Magazine Series 6, 40,
238:472, 1920.

H. Juranek and R. Redmer. J. Chem. Phys., 112:3780, 2000.
W. J. Nellis. Rep. Prog. Phys., 69:1479, 2006.

R. Haberland, S. Fritzsche, G. Peinel, and K. Heinzinger. Molekulardynamik. Vieweg,
Braunschweig/Wiesbaden, 1995.

R. Car and M. Parrinello. Unified approach for molecular dynamics and density-
functional theory. Phys. Rev. Lett., 55:2471, 1985.

B. Holst. Ab-initio-Simulation fiir die Zustandsgleichung und TransportgréfSen von dich-
tem Wasserstoff. PhD thesis, University of Rostock, 2010.

K. Huang. Statistical Physics. Taylor and Francis, London, 2001.

C.E. Shannon and W. Weaver. The Mathematical Theory of Communication. University
of llinois Press, Urbana, 1948.

E.T. Jaynes. Information theory and statistiscal mechanics. Phys. Rev., 106:620, 1957.



